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Schwingungen von Fundamenten auf
inhomogenem Baugrund

Dr. G. Waas VDI und Dr-Ing. H. Werkle, Frankfurt a. M.

Zusammenfassung

Es werden die dynamischen Steifigkeiten eines starren Fun-
daments auf einem Boden, dessen Schubmodul von einem An-
fangswert an der Oberfldche linear mit der Tiefe ansteigt,
dargestellt in Abhdngigkeit von der Frequenz. Der Anstieg
des Schubmoduls wird variiert. Es wird gezeigt, daB die
statischen Federsteifigkeiten und die frequenzabh&ngigen
Feder- und Da&mpferbeiwerte gut angenihert werden kdnnen
durch diejenigen des homogenen elastischen Halbraums.

Die dynamischen Steifigkeiten eines Rechteckfundameﬁts und

kreisfdrmiger Ersatzfundamente werden verglichen.

1. Einleitung

In Berechnungen von Fundamentschwingungen wird der Eéugrund
unter dem Fundament meist durch Federn und Dimpfer ersetzt.
Die Kennwerte der Federn und Ddmpfer werden in vielen F&l-
len abgeleitet aus der dynamischen Steifigkeit eines star-
ren Kreisfundaments auf einem homogenen elastischen Halb-
raum. Flir diesen einfachen Fall sind die dynamischen Stei-
figkeiten bekannt aus zahlreichen Ver&ffentlichungen, z.B.
/1, 8, 9/. Ihre Anwendung in der Praxis ist aber ﬁiéht pro-
blemlos. Erstens sind die dynamischen Bodenkennwefte;‘der
Schubmodul G, die Poissonzahl v und das hysteretiéché
Déampfungsmaf D, nur mit grdBerem Aufwand zu messen und wer-
den deshalb meist abgeschétzt mit Hilfe empirischer Formeln,
z.B. /2/. Zweitens ist der Baugrund nur selten homogen. Die
Steifigkeit von rolligen und bindigen B&den nimmt in der Re-

gel mit der vertikalen Auflast und somit mit der Tiefe zu.

In der Praxis behilft man sich in diesem Fall durch die
Verwendung eines "reprédsentativen" Schubmoduls, den man in
die Formeln und Kurven filir ein Fundament auf einem homoge-

nen Halbraum einsetzt. Zu diesem Zweck wird der Schubmodul
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des Bodens in einer "repridsentativen" Tiefe unter dem PFun-
dament gewdhlt, z.B. in der Tiefe R/2. R sei der Radius

eines Ersatzkreises fiir die Fundamentfldche. Es wird meist
derselbe reprdsentative Schubmodul filir alle Freiheitsgrade

des Fundaments angenommen.

Uber die Glite dieser N&dherung herrscht Unkenntnis. In der
einschldgigen Literatur gibt es dazu kaum Anhaltspunkte.
Neben den statischen und den dynamischen Steifigkeiten ei-
nes Fundaments auf einem homogenen Halbraum sind nur eini-
ge Ergebnisse fiir die Fdlle eines Fundaments auf einer ela-
stischen Bodenschicht liber einer starren Unterlage, z.B.
/1, 4, 5, 6/ und {iber einem homogenen Halbraum /7,8/ ver-
6ffentlicht. Holzldhner /3/ hat vorgeschlagen, zur Be-
stimmung der statischen Federsteifigkeiten fir die verschie-
denen Freiheitsgrade eines Fundaments einen repridsentativen
Schubmodul durch gewichtete Mittelung des Schubmoduls iiber
die Tiefe zu errechnen. Als Wichtungsfaktor empfiehlt er
den relativen Beitrag des jeweiligen Tiefenintervalls zur
statischen Gesamtverschiebung des Fundaments. Den relativen
Verschiebungsbeitrag schédtzt er ab iiber die Differenz
zwischen den Steifigkeiten fiir Fundamente auf unterschied-
lich dicken Bodenschichten /6, 7/. Holzldhner weist darauf
hin, daB filir die verschiedenen Freiheitsgrade unterschied-
liche reprédsentative Werte des Schubmoduls verwendet werden
sollten und daB die Abstrahlungsddmpfung Uberschidtzt wird,
wenn man den reprdsentativen Schubmodul zur Bestimmung der
statischen Steifigkeit auch zur Berechnung der Ddmpfung mit
Hilfe der dynamischen Steifigkeitsfunktionen flir den homo-

genen Halbraum verwendet.

In diesem Vortrag werden erstmals Ergebnisse flir die sta-
tische und dynamische Steifigkeit eines starren Fundaments
auf einer dicken inhomogenen Bodenschicht dargestellt, in
der der Schubmodul von dem Wert Gy an der Oberfldche linear
mit der Tiefe zunimmt. Eine dicke Bodenschicht statt eines
Halbraumes wurde aus berechnungstechnischen Griinden gewdhlt.

Hinsichtlich der praktischen Ergebnisse ist die Auswirkung
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der begrenzten Tiefe des Bodens unerheblich, wenn die

Schicht ausreichend dick gewdhlt wird.

Zur Berechnung wurde eine Methode verwendet, die in einem
frilheren VDI-Vortrag /11/ vorgestellt wurde. Sie ermdglicht
die numerische Berechnung der dynamischen Steifigkeiten wvon
Fundamenten auf einem beliebig geschichteten visko-elasti-
schen Medium. Mittels expliziter L&sungen flir die Verschie-
bungen, die von Punkt-, Ring- und Kreisfldchenlasten in dem
Medium erzeugt werden, kann die dynamische Steifigkeit fiir
beliebig geformte Fundamente berechnet werden. Das Medium
wird zum Zweck der Berechnung in vertikaler Richtung dis-
kretisiert durch Einfiihrung diinner Schichten, sogenannter
semifiniter Elemente mit linearen Verschiebungsans&tzen.

In horizontaler Richtung erflillen die Verschiebungen in
Form von Hankel=- und Bessel-Funktionen jedoch die zustdndi=-

gen Differentialgleichungen /11, 12/.

2. Darstellung der dynamischen Steifigkeit
Die Feder- und die Ddmpferkraft, die ein starres Fundament

als Reaktionskrdfte entwickelt, wenn dem Fundament eine
zeitlich sinusfdrmige Verschiebung bzw. Verdrehung mit der
Amplitude 1 eingeprédgt wird, werden zusammen als dynamische
Steifigkeit oder Impedanz bezeichnet. Die Federkraft ver-
lduft in Phase mit der Verschiebung bzw. Verdrehung des
Fundaments, die Ddmpferkraft in Phase mit der Geschwindig-
keit. Im folgenden wird die dynamische Steifigkeit fir je-
den Freiheitsgrad als komplexe frequenzabhdngige Gr&Be dar-
gestellt in der Form

K K [k{(1+2iD) + i a c] (1)

mit = dynamische Steifigkeit (komplexe Zahl)
= statische Steifigkeit
frequenzabhédngiger Beiwert der Federkraft

= frequenzabhdngiger Beiwert der Ddmpferkraft

O o & ® =
1

= MaB der hysteretischen Materialddmpfung

bezogen auf die kritische viskose Dampfung

vV -1
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= %E bezogene Frequenz
w = Kreisfrequenz
R = Radius des Fundaments
Vg =\’G/p Scherwellengeschwindigkeit
G = Schubmodul des Bodens

p = Massendichte des Bodens

Mit x als Verschiebung und % als Geschwindigkeit ergeben
sich aus Gl. (1) die

Federkraft Fg

K k x (2)
i K (ac + 2Dk) x

It}

Dampferkraft Fg

sk (B 2D g;
= K (VS c o+ = k)x (3)

Die Addition der beiden Dampfungsterme in Gl. 3 stellt eine
praktische N&herung dar. Der erste Term enthdlt die Dampfer-
kraft, die durch Abstrahlung elastischer Wellen vom Funda-
ment in das elastische Medium chne Materialddmpfung ent-
steht. Die Erhdhung der Ddmpfung durch Materialddmpfung im
Medium wird durch den zweiten Term berlicksichtigt. Somit
14Bt sich bei bekannter Abstrahlungsdidmpfung flir das rein
elastische Medium die Ddmpfung fiir ein Medium mit Material-

ddmpfung einfach ermitteln.

Da die Abstrahlungsdimpfung in einem elastischen Halbraum
mit der Frequenz zunimmt und die Ddmpfungskraft bei hSheren
Frequenzen groB gegenilber der Federkraft wird, ist der Ma-
terialdimpfungsanteil nur bei niedrigen Frequenzen von
praktischer Bedeutung. Die N&herung nach Gl. 3 ist nur
sinnvoll, solange der frequenzabhidngige Federbeiwert k
grdBer als Null ist.

Fiir ein Fundament mit der Masse m 1l&8t sich die Bewegungs-
gleichung im Frequenzbereich

P (w)
m

_2 'K_ _C._ 5 =
[-w? + i = k (a Tt 2D) + = klx (4)

schreiben. Vergleicht man Gl. 4 mit der Bewegungsgleichung
eines linearen viskos gedidmpften Einmassenschwingers im

Frequenzbereich
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[-w? + 1 2 w wg E + wé] x = Péw) (5)
und setzt K
SR wl=nk (6)

so ergibt sich fiir w = Wg das dquivalente modale Dampfungs-

maB zu _ac
E=3x D (7

Mit Gl. 7 1&Bt sich also eine modale Dampfung bestimmen, die
im Bereich der Resonanzfrequenz des Schwingers gleich gros-
se Dampfung bewirkt. Aus Gl. 6 folgt die passende Feder-

steifigkeit filir einen viskos geddmpften Ersatzschwinger mit

frequenzunabhdngigen Beiwerten zu Kk.

e
ai K G/G,
—e—s 1
[ 0 1 2 3 4 5
1_. 0 s 1 1 1 -
Z
G = Gpl(1+o=)
1 - Q=2 (] R
' D = 0,05
a=1
H/R=10 z-“io \\ v = 0,2; 1/3; 0,45
ZIR
Bild 1. Starres Kreisfundament auf
dicker Bodenschicht
(mit Diskretisierung)
_______ P P,
_______ qF======
- i
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TABELLE 1: Statische Steifigkeit fiir ein Kreisfundament auf

homogenem Halbraum und auf einer Schicht

homogener Faktoren fiir homogene
Halbraum Schicht mit H/R = 10
hier nach /5,12/
3
Kippen %G“l_\—))— 1.04 1.02
3
Torsion 1eeR° 1.00 1.00
horizontal SeR 1.05 1.05
vertikal 368 1.12 1.12
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3. Kreisfundament auf dicker homogener Bodenschicht

Mit dem in Bild 1 dargestellten Modell wurden die dynami-
schen Steifigkeiten flir Kippen, Torsion, horizontale und
vertikale Translation eines starren Kreisfundaments auf ei-
ner dicken homogenen Bodenschicht {iber einer unverschieb-
lichen starren Unterlage berechnet. Als Materiald&mpfung
wurde eine hysteretische Dadmpfung von 5% angesetzt. Die
frequenzabhdngigen Beiwerte k und ¢ gemdB der Formulierung
in G1. 1 sind in Bild 2 iber der bezogenen Frequenz a auf-
getragen und konnen dort mit den entsprechenden Beiwerten
flir ein Fundament auf einem homogenen elastischen Halbraum
verglichen werden. Die zugehOrigen statischen Steifigkeiten

K sind in Tabelle 1 aufgefiihrt.

Die Beiwerte filir den Halbraum stammen von Veletsos und Weil
/10/ fiir Kippen und horizontaler Translation, von Shah /9/

fiir vertikale Translation und von Bycroft /1/ fiir Torsion.

Die Beiwerte der dicken Bodenschicht mit H/R = 10 stimmen
gut mit denjenigen des Halbraums iiberein, besonders fiir
Kippen und Torsion. Fiir die Translationen zeigen allerdings
die Beiwerte der Schicht einige Welligkeit bedingt durch

die Reflexion von Wellen an der unteren Schichtgrencze.

Unterhalb der kritischen Frequenz

. TR

qkrit = 7 (8)

tritt bei Horizontalschwingungen praktisch keine Abstrah-
lungsdédmpfung auf. Flir Vertikal- und Kippschwingungen ist

die kritische Frequenz
Skrit - 2H V. ~ ZEV1-2v (9)

VS und Vp sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von
Scher- und Kompressionswellen. Die kritischen Frequenzen
entsprechen den ersten Scher- und Kompressionseigenschwing-
ungen einer homogenen elastischen Schicht idber starrer Un-
terlage. Die h8heren Eigenschwingungen der Schicht haben
die 3-, 5-, 7-fache etc. Frequenz von denen der Gl. 8 bzw.

9. Sie verursachen die Welligkeit der Beiwerte k und c flir
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die Translationsschwingungen des Fundaments auf der Schicht
(Bild 2). Durch Materialdampfung werden die Kurven der Bei-

werte gegldttet.

In Bild 2 sind zusdtzlich Ergebnisse fiir ein Kreisfundament
auf einem homogenen Halbraum mit 5% hysteretischer Material-
d&mpfung eingetragen (der Form von Gl. 1 entsprechend), die
Luco /8/ berechnet hat. Die Ubereinstimmung der k- und c-
Werte mit denen des Halbraums ohne Materialddmpfung ist

sehr gut. Sie liegt im Bereich der numerischen Genauigkeit
der Ergebnisse. Das zeigt, daB die in Gl. 1 implizierte
Addition der Materialdimpfung zu der Abstrahlungsddmpfung

des rein elastischen Halbraums eine brauchbare N&dherung ist.

4, Mit der Tiefe zunehmender Schubmodul

Mit dem in Bild 1 gezeigten Modell wurden Berechnungen
durchgefiihrt fiir verschieden schnelle Zunahme des Schubmo-
duls G mit der Tiefe z. Der Gradient o wird bezogen auf den
Radius des Fundaments R:
- 2z
G = G, (1 + «a R) (10)

GO ist der Schubmodul an der Oberfliche der Bodenschicht.

4.1 Statische Steifigkeit -
Die statischen Steifigkeiten, die fiir verschiedene Werte von

o und flir verschiedene Poissonzahlen v berechnet wurden,
lassen sich durch die Formeln fiir den Halbraum (Tabelle 1)
darstellen, wenn man nur den passenden Schubmodul einsetzt.
Es zeigt sich, daB die zu dem passenden Schubmodul gehOren-
de Tiefe % niherungsweise invariant hinsichtlich des Gra-
dienten o ist. Die fiir die statische Steifigkeit reprédsen-
tative bezogene Tiefe
z = z/R ' (11)

ist in Tabelle 2 angegeben. Fiir die verschiedenen Frei-
heitsgrade ergeben sich deutlich unterschiedliche représen-
tative Tiefen. Als grobe Ndherung kann man sich merken:

1 fir vertikale Translation

0,5 flur horizontale Translation

0,4 fir Kippen (12)

0,2 flir Torsion
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Bild 2: steifigkeits- und Dimpfungsbeiwerte fiir ein
Kreisfundament auf einem Halbraum und auf einer
Schicht mit H/R = 10
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Der zugehorige Schubmodul betrigt
G =6, (1 +azt) (13)

Mit dem Wertebereich o = o0 bis ¢ = 2 wird ein weiter An-

wendungsbereich abgedeckt.

TABELLE 2: Reprédsentative Tiefe r = Z/R zur Bestimmung des
reprédsentativen Schubmoduls G = Go (1 + o r) fir Berechnung

der statischen Steifigkeit

vertikal horizontal Kippen Torsion
v .20 § .33] .45 |.20 ] .33 | .45 {.20 { .33 |.45] beliebig
o= 1 .87 | .95{1.08 {.50 | .50 | .50 | .36 | .40 | .46 .20
a= 2 272 [ .79 .92 (.42 | .42} .42 | .31 | .35 | .41 .18
mittel | .80 | .87|1.00 .46 .33} .37 | .44 .19

4.2 Dynamische Steifigkeit
In der linken H&lfte von Bild 3 sind die Beiwerte fiir Kipp-

schwingungen eines Fundamentes auf inhomogenem Boden (o =1)

und zum Vergleich auf homogenem Boden (o = o) iiber

a2 = YR (14)

aufgetragen. Die dimensionslose Frequenz a ist auf den
Schubmodul G bezogen, der fiir die statische Steifigkeit re-
prdsentativ ist. Der Vergleich zeigt, daB der Dimpfungsbei-
wert ¢ filir den inhomogenen Boden (a¢ = 1) wesentlich niedri-
ger ist als fiir den homogenen Boden bei gleichem a. Das be-
deutet, daB auch die &dquivalente viskose Dampfung (siehe
Gl. 7) der Kippschwingung eines Fundamentes auf inhomoge-
nem Boden kleiner ist als auf homogenem Boden. Entsprechen-

des gilt fiir die {ibrigen Freiheitsgrade des Fundaments.

Um die Beiwerte k und c des inhomogenen Bodens niherungswei-
se durch die Beiwerte des homogenen Bodens wiedergeben zu
ktnnen, wird die Frequenzachse verzerrt. Es wird ein neuer

Frequenzfaktor

a = 4R (15)

Vs,
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eingefihrt. Darin ist

E;=Go (1 + a ©) (16)

ein flir das dynamische Verhalten reprisentativer Schubmodul,

£ =8¢ XO/R <106 . (17)

die entsprechende reprédsentative Tiefe,
27

Ao = a, R } (18)
die Scherwellenldnge an der Oberfliche des Bodens mit
a = R (19)

° Ve /e
und
1.5 f£fir vertikale Translation
0.75 fiir horizontale Translation
0.75 fiir Kippen (20)

0.25 flir Torsion

ein Beiwert zur Anpassung.

Rechts in Bild 3 erkennt man, daB durch die Einfithrung von
o die Beiwerte k und c fiir die inhomogenen B&den recht gut
in Deckung mit den Beiwerten fiir den homogenen Boden ge-

bracht werden. Dabei wurde gr&Berer Wert auf die Anpassung
der c-Werte als auf die der k-Werte gelegt, da die &quiva-
lente viskose Dé&mpfung (Gl. 7), £ = d/2-c/k+D empfindlicher
von ¢ als von k abhd@ngt. Das gilt besonders fiir niedrige

Frequenzen, bei denen die Ddmpfung noch gering ist.

Die Umrechnung von a, nach a und & sei an einem kleinen Bei-

spiel verdeutlicht.

Beispiel: Kippen, v = 1/3
-~ Homogener Boden 3 = a = a,
- Inhomogener Boden, o = 1

Aus Gl. 14 und 19 mit Tabelle 2 folgt:

a = ao/VT to g o= aO/V1 + 0.%§'= 0.8% a

Aus Gl1. 15 und 19 folgt:

a = aO/V1 +a = aO/V1 + 0 § 2 ﬂ/aé fir a_>

aO/V‘I + o 6 * 10 fir ao<

[SIENGIE]
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6. Rechteckfundament

Zum Zweck der Berechnung ersetzt man ein Rechteckfundament
meist durch Kreisfundamente, die zur Berechnung der Trans-
lationssteifigkeit die gleiche Fldche und zur Berechnung
der Kipp- und Torsionssteifigkeit die gleichen Trdgheitsmo-
mente wie das Rechteckfundament besitzen. Die entsprechen-
den Formeln fiir die dquivalenten Kreisradien stehen in Ta-
belle 3.

Als Beispiel wurden fiir ein starres Rechteckfundament mit
dem Seitenverhidltnis A/B = 2 die dynamischen Steifigkeiten
{iiber kreisfdrmige Ersatzfundamente und direkt berechnet.
Fiir die direkte Berechnung wurde der GrundriB des Rechtecks
diskretisiert, wie in Bild 8 an einem Viertel des Rechtecks
gezeigt. Die quadratischen Teilfl&chen sind dabei aus re-
chentechnischen Griinden /11/ durch kleine kreisf&rmige
Lastfldchen ersetzt (in Bild 8 angedeutet fiir eine Teil-
fliche). Die vertikale Diskretisierung des Bodens zeigt

Bild 1. Der Schubmodul des Bodens nimmt mit dem Gradienten
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TABELLE 3: Statische Steifigkeit fiir Rechteckfundament

(A/B = 2) und fiir dquivalentes Kreisfundament

Ersatzradius R K Kreis

R "/ AB/7' X
Rechteck

Vertikal =z AB/m 1.00 0.94
Horizontal x | ~/aB/m’ 1.00 1.01
Horizontal y AB/w 1.00 0.94
Kippen xx < /AB3/(37) 0.85 1.00
Kippen yy & /AB/(3m) 1.20 0.94
Torsion zz ~/aB(a%+B%)/ (6M)' 1.08 0.95

o =
zahl ist v =
betrdgt 5%.
10 R.
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Bild 9. Vergleich von Recht-
eck- und Kreisfundament

1, bezogen auf R =VAB/N, nach unten hin zu. Die Poisson=~
1/3; das hysteretische DampfungsmaB des Bodens

Die Gesamtdicke der Bodenschicht betrdgt wieder
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Bild 10. Vergleich der Ergebnisse fiir ein Rechteckfunda-
ment mit den Ergebnissen fiir dgquivalente Kreis-

fundamente
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Die Ndherungsrechnungen Uber kreisfbrmige Ersatzfundamente
wurden mit den in Tabelle 2 angegebenen Radien und demsel-

ben Bodenprofil durchgefihrt.

Die statischen Steifigkeiten filir die Kreisfundamente sind
mit denen des Rechteckfundaments in Tabelle 3 verglichen.
Sie stimmen gut iiberein. Die dynamischen Beiwerte fir das
Rechteck- und die &dquivalenten Kreisfundamente sind in den
Bildern 9 und 10 gegeniibergestellt. Auch sie zeigen recht

gute Ubereinstimmung.

Zu beachten ist, daB sich bei einem vorgegebenem Bodenpro-
£fil mit dem dquivalenten Radius des Fundaments der Wert o
dndert, da o/R konstant ist. Es &dndert sich weder der re-
présentative Schubmodul G zur Berechnung der statischen
Steifigkeit noch é zur Ermittlung von a. Der Wert von

3 = w RYG/p ist jedoch proportional zum Radius.

7. SchluB

Es wurden die dynamischen Steifigkeiten von starren Funda-
menten auf Bdden, deren Schubmodul mit der Tiefe zunimmt,
berechnet. Die dargestellten Ergebnisse zeigen, daB die
statischen und die dynamischen Steifigkeiten bei Bdden, de-
ren Schubmodul mit der Tiefe ansteigt, aus praktischer Sicht
recht gut durch die bekannten Steifigkeits~ und Da&mpfungs-
werte eines Fundaments auf dem homogenen elastischen Halb-

raum angendhert werden kOnnen.

In der Praxis ist es iliblich (aus Mangel an anderen Berech-
nungsméglichkeiten), mit einem homogenen Ersatzhalbraum zu
arbeiten. Uber die Bestimmung eines zutreffenden "reprédsen-
tativen" Moduls und iliber die Zuverldssigkeit des Verfahrens
ist aber bisher wenig bekannt gewesen. Die im Vortrag dar-
gestellten Berechnungsergebnisse und der aufgezeigte Weg zu
einem geeigneten Schubmodul fiir den homogenen Ersatzhalb-
raum konnen sicher in manchen F&llen als Anhaltspunkt bei

der Berechnung von Maschinenfundamenten dienen.
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