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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Berechnungsverfahren der Baustatik

Klassische Berechnungsverfahren der Baustatik

« KraftgrolRenverfahren
« VerschiebungsgrofRenverfahren

Finite-Elemente-Methode (FEM)
« Die Finite-Element-Methode ist eine Verallgemeinerung des
VerschiebungsgrofRenverfahrend der Baustatik in Matrizenschreibweise.

« Bei Stabtragwerken bezeichnet man sie auch als
Direkte Steifigkeitsmethode (DSM).
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Knotenpunkte
hier: Knotenpunkte 1- 4

Elemente
hier: Fachwerkelemente 1-6

Freiheitsgrade

Freiheitsgrade sind voneinander
unabhangige Verschiebungen oder

Verdrehungen von Knotenpunkten.
hier: uy, vy, Uy, V,, Ug, Vg, Uy, V,

Auflagerbedingungen

Festhaltungen einzelner Freiheitsgrade
hier: v3=0, u,=0, v, =0
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Knotenkrafte

AuRere Krafte

hier: FusFy1Fyer Fyas Fys

Auflagerkrafte
hier: Fy3,Fy4,Fyq

Globales Koordinatensystem

Knotenkrafte und Knotenverschiebungen werden
Im globalen Koordinatensystem angegeben.

hier: x, y

Vorzeichenregel

Knotenkrafte und —verschiebungen sind positiv
in Richtung der positiven Koordinaten des
globalen Koordinatensystems.

AFyl

Fxl
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Gleichungssystem

Die Unbekannten sind die Knotenverschiebungen.
(bzw. Knotenverschiebungen und — verdrehungen).

Die Koeffizientenmatrix heifdt
Systemsteifigkeitsmatrix.

Die rechte Seite des Gleichungssystems bilden die
Knotenkrafte, d.h. die an den Knotenpunkten
angreifenden auf3eren Krafte.

kll k12

k21 k22

k31 k32

k41 k42

| k51 k52
hier:

Va=
v;=Uu,=v,=0 Wegen der Festhaltungen entfallen LA
diese Freiheitsgrade in der Matrix. L,’(

k13

23
33

4
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AFyl

Kis | i U, | i Fa |

Kos Vi I:yl

Kss u, — F.

k45 Vo Fy2

Kss _ | Us | 5 Fs i @

Fx1
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Systemsteifigkeitsmatrix

Eigenschaften des Gleichungssystems

1. Bei stabilen, d.h. nicht kinematischen Systemen hat das Gleichungssystem
eine eindeutige LAsung, d.h. die Systemsteifigkeitsmatrix ist regular.

2. Diagonalterme sind immer positiv (Federkonstanten)
Die Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch

4. Die globale Steifigkeitsmatrix wird aus den Elementsteifigkeitsmatrizen der
einzelnen Elemente zusammengesetzt.

w

K. Ko Kg ko K U, Fa
Kpi Koo Kyg Ky Kyg Vi I:yl
Ksz  Kao  Kiz Kgy  Kgs u, — F.
Kiw Kap  Kig Kiy  Kgs Vs Fy2

B Ksg  Ksp  Ksg  Kgy  Ksg i | Ug | u Fs |

Die L6sung des Gleichungssystems ergibt die Knotenverschiebungen.
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Systemsteifigkeitsmatrix

Schnittgrof3en und Elementspannungen

Die Schnittgréf3en und Elementspannungen werden elementweise mit Hilfe der
Knotenverschiebungen bestimmt.

hier: Normalkréfte und Normalspannungen im Fachwerkelement

A V1 AV2
u
p. . 1 (D
V=0, M=0
U, U,
o— O—>
1 2
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2 Stabtragwerke / 2.1 Einfihrung

Berechnungsschritte der Finite-Elemente-Methode

1. Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Knotenkrafte.

2. Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix aus den Elementsteifigkeitsmatrizen und
des globalen Lastvektors aus den auf3eren, an den Knoten wirkenden Kraften.

Kip ki ki Ky K u, Fa
Koi Ko Ky Ky Ky Vi Fyl
Ksz  Kao  Kaz  Kgy  Kgs u, = | F2
Kio  Kao Kiz Ky Ky Vo Fy2
B Ksy Kso  Ksz  Ksy  Kes | | Us | B Fs |

3. Die Ldsung des Gleichungssystems ergibt die Knotenverschiebungen.

4. Bestimmung der Auflagerkrafte mit Hilfe der Knotenverschiebungen.

5. Bestimmung der Elementspannungen bzw. —schnittgrof3en mit Hilfe der
Knotenverschiebungen.
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Steifigkeitsmatrix in lokalen Koordinaten

Definition: Ein Fachwerkelement ist ein Stabelement,
das ausschliefZlich mit Normalkraften beansprucht wird

N N

T O— - Schnittgrolie
V=0, M=0
U, u :
— 5 2» Knotenverschiebungen
1 2
Fl. - X, o F > Knotenkréafte

= Elementsteifigkeitsmatrix
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Herleitung der Steifigkeitsmatrix

Verlangerung eines Stabelements

A= Querschnittsflache

- > S-c.f = £.€ _ E= Elastizitatsmodl-Jl
[ E E.A Hooksches Gesetz:

c=E.¢ 5 ¢=0/E

Normalkraft

e i E-A
S o—> F=—".5 with §=u,-u,
1 2 /
Elementkrafte
F X F E-A
—IPO—D—OL-V F1:—F:7( ul—uz)
E-A
I = F=7 (=24 +20,)
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Herleitung der Steifigkeitsmatrix

Elementkrafte

- U, E-A
o— oO—> F1:7(U1 Uz)
5 | 2
(lok)
R R g:ETA(w%)

In Matrizenschreibweise: Elementsteifigkeitsmatrix

T RN
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements in lokalen Koordinaten

Uy U F (lok) F
O O B _1>O—X-—O;>
1 2
A [ 1 -1][u] [F
-1 1|y | R
T ICEE S Y Kok = Elementsteifigkeitsmatrix

Eigenschaften der Elementsteifigkeitsmatrix:
* symmetrisch
« singular, d.h. das ,statische System® ist kinematisch
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

ElementschnittgréRenmatrix eines Fachwerkelements in lokalen Koordinaten

Die ElementschnittgroRen werden mit Hilfe der ElementschnittgréoRenmatrix (bzw. die
Elementspannungen mit Hilfe der Elementspannungsmatrix) und den — nach der Lésung des
Geleichungssystems bekannten — Knotenverschiebungen berechnet.

Elementkrafte

<o o p N=F  mi
V=0, M=0
(lok) E-A
—F>o—xh—ol> b=— / (”1"‘”2)

Elementschnittgrol3enmatrix

EA[ll]
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

ElementschnittgréoRenmatrix eines Fachwerkelements in lokalen Koordinaten

- O O >
V=0,M=0

Normalkraft

g 09

SchnittgroRenmatrix

Normalspannung

S(Iok) Elementspannungs-
il matrix
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation

Elementkrafte und -verschiebungen in globalen and lokalen Koordinaten

1 \'p) \oyA
U @ 2 U ;
, 3
W\
V3=O

Fachwerk Element in lokalen Koodinaten Element in globalen
Koordinaten
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation

Elementkrafte und —verschiebungen in lokalen Koordinaten

(lok) (lok)
4% _ U w0y | b
= (lok) — (lok)
u2 F2
. . . . ?F (e)
Elementkrafte und —verschiebungen in globalen Koordinaten Vz(e)
MCH B 7
U, F© Fyl(e‘? (e} g (o)
(e)
V (e) (e)
u, — |:X2(e) L> u; e) Fxl(e)
_Vz(e) ] Fyz(e)
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation: Knotenverschiebungen

Lokale Globale
Koordinaten Koordinaten
(Element) 1 (System)
\
g
L €1
O
Koordinatentransformation Koordinatentransformation - Fachwerkelement
(lok) _ ., (e) ©) oi
2 u "’ =u " -cosa+Vv, " sina
RPNG o U™ =u, cosa + v, sina
& © % @ ul(e)
o e Vv
u . 14" [cosasina o o v,
B\ | | o o cosqgsSi 1@
N| u, a Sina u,
u = u.cosa+v-sina v,
) (lok) (e) - -
vl — _y.sing+v -cosa u’ =T-u
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation: Knotenkrafte

2 F (e)
y2
Lokale el ? Globale
. 2
Koordinaten

<1 ( Koordinaten
(Element) O 1 Aﬁ Fa (System)
* v y F 1(e)?
y
?\\o\“\ ; 1 %)
N Fx1
Koordinatentransformation Koordinatentransformation - Fachwerkelement
FY - cos o = © ] - _
g " = F . =cos a -F' Fu cosSa 0
= Fyl(e) —sin o _Fl(lok) Fyl(e) [sina o [Fl(lok):l
R QD © |~ | = (oK)
é Q}:o sz(e) —COS - FZ(IOK) sz 0] C.OSOC F2
x . (e) 0 SIin «
= F,,® =sin a -F, P ] b -
_ (k)
F= F " -cosa F(e) =TT F(|ok)
F,= F%sina — - =
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation: Elementsteifigkeitsmatrix

1 E-A [ 1 —1} u,

(I0k)

(lok) (lok)
F, ( 1 1
A
Koordinatentransformation oK) oK) (ok) - Koordinatentransformation
der Knotenkréfte 5 F =K u i) der Knotenverschiebungen
E E
®)
@) B _ g 55) )
Fa cosa o | Vv ) =
2| |sina o |[F™ ul"°k):| B {cosa sina 0o o v,”
= : (k) | — il |, ©
sz(a 0 cosda anok) u, 0 0 cosa sinaj |u,
|:y2(e> 0 sina] v,°
T (lok
F_(e) — 'L F_(O )
e T lok e e e e : e T lok
EE T ® g FO oy it kP ™ T
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01/23

Finite Elemente in der Baustatik




2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation: Elementsteifigkeitsmatrix

P cosa 0 | u,®
F:” | E-Alsina o 1-1][cosa sina o o ]|v,®
F@|" ¢ | o cosa '{—1 1}{ 0 0 cosa sina] u,®
_Fyg(e)_ 0 sina _Vz(e)_
ﬁ K (1K) m

| cos‘a sina-cosa ~-cos’a  -sina-cosa

< _ EA | sina-cosa sin’ a —sina-cosa - sin“a
- 14 —cos’a —sina-cosa cos’a sina-cosa
|- sina-cosa - sin‘a sina-cosa sin‘a

=T k™ T o Bk it k=TT
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Koordinatentransformation: ElementschnittgrofRenmatrix

o

_|cosasing o o v,

B [ o o cosasina||y®
v,©

Koordinatentransformation Knotenverschiebungen

SchnittgroRenmatrix in lokalen Koordinate SchnittgroRenmatrix in globalen Koordinaten
(lok) _

E-A €

N A - y

E-A COSa SIha 0 0 V.

u2 N — —[_1 1] - . 1

l 0 0 cosa sina||u;
V2 |

N :S(e) u(9)
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Freiheitsgrade:

Steifigkeitsmatrix:

SchnittgréRenmatrix (Normalkraft):
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgroRenmatrizen

A V1 AV2 x (oK) Element 1 10 kN

—
it O by o 1, @  y2 10k
ON/© o s ©

® @) : @ ©) Q

V4:O‘ lv?):O uij
'l ® N,
&U4=O é U3=O
s

E=2.1.10°kN/m®> A=0.004 m’
{,—£,=300m {,—(,=3.00-4/2=424m
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

(lok)
u u
. 1 2
E-A_5410:.9004_ 55400
£ 3.00
1 1
Element stiffness matrix F,El) ¥ iz)

(1) 1 - 1
Fﬂ"*l'- =2.801 [}5 . t
F,' -1 1|y,

Element section force matrices

u
N- 28400 [-1
? Steifigkeitsmatrix
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 2: o =90° TN 5‘4
S .

E-A_5410:.9004_ 55400
7 3.00

Element stiffness matrix

F.2 1 —1][v,]
2 [=2.8010° - N7
F. | -1 1]V,

y2

X(Iok)
_>
V3

Element section force matrices

N=  28.10° [-1 1} ° -
] v, i System
Steifigkeitsmatrix
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 25
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 3: a=0° y (lok)
M
— > — >
E-A_5110°.0004 55100 Uy Us
/ 3.00
. . . 3 3
Elementsteifigkeitsmatrix F)£4) E )53)

@] 1 —1][u, ]
D 1-2.8010°. i
F.~ -1 1]|u,

3 _ _

Elementschnittgroienmatrix

5 U4
N= 28:10°- [-1 1] N System
i Steifigkeitsmatrix
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 26

Finite Elemente in der Baustatik 01/23



2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 4. a=90° T_, E;T
> -
EA_2410:.20% 5510
{ 3.00
Elementsteifigkeitsmatrix
F 9 1 —1][v
. 1=2.80-10°- |
F,. -1 1]V, B
© <

Elementschnittgré3enmatrix <)~
N=  28.10°- [-1 1| o
- S LT ’ v b System

1 Steifigkeitsmatrix
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

F(5)
Element 5: o = 45° ? ¥
_>F(5)

EA L 2.1-10° 0.004 =1.98.10°
s 4.24

Elementsteifigkeitsmatrix

F.” " 05 0.5-0.5-05]u,]

Fo .| 05 0.5-05-05]v,

Yo | = 1.9810° IS

F. -0.5-05 05 05| u,

F. | -05-05 05 05]|v,]

ElementschnittgréBenmatrix u, |

c V,

N=1.98.10°.[-0.707 -0.707 0.707 0.707) ° ™
U, | System
| Va | Steifigkeitsmatrix
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 6;: a=135°

E-A 541009994 _ 4 95.10°
424

Elementsteifigkeitsmatrix

F.° [ 05-05-05 0.5]u,]
FT.;E_? _108.105.|70-5 05 05-05]v,
F.° | .05 05 0.5-0.5]|u,
L | 05-05-05 0.5]v,|

Elementschnittgréienmatrix

System

/ Steifigkeits
! X /O,é/ Us matrix

u
v,
N =1.98-10°-[0.707 -0.707 -0.707 0.707|-| °
u
v
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Die Systemsteifigkeitsmatrix wird aus den Elementsteifigkeitsmatrizen zusammengesetzt.

Kompatibilitdtsbedingungen
» Gleichgewichtsbedingungen missen an allen Knoten eingehalten werden
« Kompatibilitdt der Elementverschiebungen muss an allen Knoten eingehalten sein.

Fx1 ][4 F 1 1 Fy o2
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Fy (1) (1) Fy2
1 F 1 1 Fi 2 ~ Fxz
—n- - —p - -

EinflUhrungs-

beispiel ‘ Fw Fyz ' ‘
g T Fur f_}i?h
(2

Gleichgewichtam > X =0= me - E{fajl =F . (1a)
Knotenpunkt 1: @) )
Y =0 FO+F2=F. (1b)
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 31
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Fy (1) (1) Fy2
1 F 1 1 Fi 2 ~ Fxz
—n- - —p - -

EinflUhrungs-

beispiel ‘ Fw Fyz ' ‘
g T Fur f_}i?h
(2

Gleichgewichtam X =0 —=F 2‘” + F ;5) =F, (2a)
Knotenpunkt 2: | ' 2) ' 5) '
Y =0= F,”+F,”=F, (2b)
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Knotenpunkt 1 5 me =F, me F.
Zi: Fymm - Fﬂ F‘ﬂ | v
° = e — °
o ¢ ®
) bl °
Knotenpunkt n — ZF O _ i Fyrn“:l 1L Fyn i
4 A 5
Elementkrafte der AuRere Krafte Elementkrafte AuRere Krafte
Fachwerkelemente (Lasten) (Lasten)
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Die Elementkrafte werden durch die Elementsteifigkeitsmatrizen ausgedrtickt.

EinfUhrungsbeispiel i Fy/ Fm Fg FYQT -
. Xz
Element- Element 1 _i'.‘.l 1 - }l:l L > 2 .
krafte am
Knotenpunkt 1 | Element 4 (5)
‘ ! wa Fy2 ) ‘
Element 6 Fxt g + )
FY’I >/ "\4 Fyz
Element- Element 1
krafte am ‘ . ’
Knotenpunkt 2 |El€ment2
Element 5
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Finite Elemente in der Baustatik 01/23



2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

The element stiffness matrices are expanded with zeroes for all degrees of freedom
of the system.

; 17 -1 u,_ Fm'-‘-' (1)
Introductory example, element 1:  2.80-10°-} || "1= " | K™ U= F_
Uy Vy U Vo U3 Vi uy Vy i _F}n“}_
10 0 1.0 0 0 0 O O] [u F 0
0 0 0 0O0O0OO0ODO v, 'fm
10 0 10 0 0 0 0 Of |u, Fro " "
F (1} A A
2_8-'105- 0 0 0 0 0 0 0 0 VE _ yE K .u:F
O 0 0 0O0O0OOOUO U, 0| — T T
0 0O 0O OO0 O0O0OTO Vi F (0
y3
0 O 0 0 O0O0O0OO0 Uy £ (1)
. 0 0 0O 0 0 0 0 Of |vy4] "41
Fy4“ -
L - ement 1
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Die Elementsteifigkeitsmatrizen werden mit Nullen flr alle Freiheitsgrade des
Systems erweitert.

V —

Fy3(2) : 1 -1 V., (2) (2)
Einfihrungsbeispiel, Element 2: e @ |72:80:100 4 K™-u=F

y2 2

u, v, u, Vv, U vV, u, Vv,
000 0 0 0 0 0][u] [F?]
000 O O O O0Off|v,| [Ff
000 O O O O0O0f]u, F,k 0 0
bg.10./0 00 10 0 10 0 0||v, | F}.E:‘: K u=F
000 O O O O0Of|u| [F”
000 -100 10 0 Of|v,| [FS”
000 O O O O0Of|ul| |F”
000 O O 0 0 O0]|v,]|FS
- - Element 2
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

. L . UL
Erweiterte Matrix fur Element i : | F =K U
§ ) ~ (i)
Summe Uber alle Elemente: Z F =F Z K -u=F
i
Elementkrafte AuRere Krafte
(Lasten)

: ~ (i)
Systemsteifigkeitsmatrix ~ K:U=F With K = Z K

Die Systemsteifigkeitsmatrix wird aus den Elementsteifigkeitsmatrizen
zusammengesetzt. Dazu werden die Koeffizienten der Elementsteifigkeitsmatrizen

an denjenigen Stellen (entsprechende Reihe und Spalte), die den globalen
Freiheitsgraden entsprechen, addiert.
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Element 1
u u,
I (1] 2
28010 |
Ay
u, v, v, U; V; U, V, 4
- 0 0 0 0 0 O[e,][F,,
0 0 0O O O 0 O] v F,
- 0 0 0 0 0 Ollw||F.,
. 0 0 O O O O O] v, F
2.810°- =
0 0 O 0 0 O O||lu,| |F
0 0 O O O O 0] v F
0 0 O 0 0O O Off u, F_,
0 0 O 0 0 O O]|v,| |£s) Element 1
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 38
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Element 2
(2)
oo [
F," :
Uy Vi U, Us Uy vy
(10 0 -1.0 0 0 0l[u, | [F,
0 0 0 0 0 0| F,
-10 0 1.0 0 0 0|]u, F,
5 8.10°. 0 0 0 0 0 O |2 | F,
0 0 0 0 0 0w F.,
0 0 0 0 0 0}]v, F
0 0 0 0 0 0 0fu, F.,
0 0 0 0 0 0 0f[vy]| £ Element 2
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 39
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix ilo kN
Element 3
Fﬂ{i_‘r
Fﬁ{j}
i, Vi Uy v, iy Vs iy Vy
1.0 0 -1.0 0 0 0 0 O0lf[u | [F,]
0 0 0 0 0 0 0 0flv | |F,
-1.0 0 1.0 0 0 0 O0f|lu,| |F,
5 210° 0 0 0 1.0 0 -1.0 0 O0ffv||F,
| 0 0 0 0 o B ollu || Es
0 0 0 -10 0 1.0 0 Ofv||F;
o o o o =8 o Mo .||F.
0 0 0 0 0 0 0 O0f|v,| [F.l
B B - Element 3
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Element 4

U, v, U, v, U, v, Uy, v, Y i
1.0 0 -1.0 0 0 0 0 0 [u] [F,] X
-1.0 0 1.0 0 0 0 0 0 |lu,| |Fa
- 0 0 0 1.0 0 -1.0 0 0 v, F.,
2.810"- 1 4=l
0 0 0 0 1.0 0 —-1.0 0 ||luy| |Fi
0 0 0o -10 0 10 0 0 ||vi]| |Fis
0 0 0 0 -1.0 0 10 0 ||u,| |F.
o B o o o o o HH. (5
) - Element 4
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Element 5: w, v, U, v
F" ] 0.35-0.35 1, |
‘FJ";TJ 2.810° - Ve
Fxg.f'}.l - Hj
‘F‘u i 1V2 ]
1y vy U v, U V3 Ly
1.0 0 0 0
0 : 0
—1.0 0 0
| 0 0 0
2.810"-
0 0 1.0 _
0 0 0 —1.0 0 0 v, Fs
0 0 —0.35 - —1.0 0.35 U 4 F_,
0 1.0 - -0.35 0 Vel [Fy4] [Element5
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Element 6: u; vy o u, W
_sz . o
F @ . Vv,
F‘ 5| = 2810°. .
F (@) v Ty_é“
Uy Vs Element 6
-1.0 0 "u]‘ F |
0 0 -1.0 || v F,
0 135 0.35 -035 -035||u,| | F,
0.35 1.35 -1.0  —-0.35 -035||v, | [£)2
0 0 2055 —10 o u | | Fa
—935| o0 -1.0 - 0 ||vs]| |F
0 -0.35 -035 -1.0 135 035 ||u, | | Fy
0 -10 -035 -0.35 0 0 035 135 ||vy| | Foa
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Lastvektor

F, 0
F,. 0
F, 10.
F . -10.
A
FrE ¥3
F.l | F.
F. F

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Systemsteifigkeitsmatrix ohne Festhaltungen - Einfihrungsbeispiel

i, v U, v, Uy V3 U, Vy

135 -035 -10 0 —035 035 0 0 |[u] | O
-0.35 135 0 0 0.35 -035 0 —1.0||v 0

-1.0 0 1.35  0.35 0 0 -035 -035||u, 10
»g105) © 0 0.35 1.35 0 -10 -035 -035| |v,| |-10
~0.35 035 0 0 135 -035 10 0 i, 0

035 -035 0 -10 -035 135 0 0 vy | | F

0 0 -035 -035 —-10 0 135 035 | |u,| | Fu
| 0 -10 -035 -035 0 0 0.35 135 | |v,| | Fu

Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix
* symmetrisch (zusammengesetzt aus symmetrischen Elementmatrizen)

* singulér, da das statische System (noch) kinematisch ist
System
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Berucksichtigung der Lagerbedingungen

EinflUhrungbeispiel

F‘r4<]

Lagerbedingungen:. ¢10 kN

< C <
Il

Spalten werden mit O multipliziert und
konnen daher weggelassen werden.

Unbekannte Auflagerkrafte

= Reihen (d.h. Gleichungen) werden
im globalen Gleichungssystem
weggelassen

— Reihen werden spéater verwendet,
um die Auflagerkrafte zu bestimmen.
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Systemsteifigkeitsmatrix

Steifigkeitsmatrix mit Beriicksichtigung der Auflagerbedingungen

Gleichungssystem zur Berechnung der Verschiebungen

2.810°{ -1.0

0

-0.35

1.35
0

0

0.35

[ 135 -0.35 -1.0
-0.35

0

1.35
0.35

0

0 -0.35]uy
0 0.35 | |v,
035 O u,
135 0 Vv,
0 1.35 | | ug

Gleichungen zur Ermittlung der Auflagerkrafte

0.35
2.8010°| 0
0

-0.35
0
-1.0

0
-0.35
-0.35

-1.0
-0.35
-0.35

-0.35

-1.0 |

0

[

[EEN

cC < C <
NN

w

0

0
10
-10
0

n

y3

y4

Eigenschaften der
Systemsteifigkeitsmatrix:

- regular
- symmetrisch

Die Auflagerkrafte erflllen
stets die Gleichgewichts-
bedingungen mit den
Knotenkraften und damit auch
mit den aulR3eren Kraften
(Lasten).

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Ergebnisse
Knotenverschiebungen: 10 kN
][ 0.86] 1 : y
v, 0.18
u, 5 1.0410°
v,||-054
‘u, | | 0.18 | Et v 1<OkN !
x(u) 4 3 L»)( vlo"N 20 kN
Auflagerkrafte:
- 0.86]
0.35 -0.35 0 -1. -0.35] 0.18 20.0
2.8010°| O 0 -035 -035 -1.}{ 1.04}10° =|-10.0|=|F,| [kN]
0 -1. -0.35 -0.35 0|/-0.54 -10.0] |F,
| 0.18] Gleichgewichtskontrolle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Ergebnisse

Schnittgro3en:

0.86 0.00
N =2.8010°|-1. 1.} 10°=5.0 - 10°%.= . 10 4=
1 [ ][1'04} N,=2.8010°[-1. 1.]{0-18}10 5.0
Element2: - Element 5
- '0.00'
N,=2.8010°{- 1. 1,]{ 0.00 }.104:_15,0 N,=1.9810°[-0.71 -0.71 0.71 0.71} 299 04270
‘ - 0.54 1.04

—-0.54
Element 3 CElement3 | Elements:  |Element6] o

[0.18]
5 0.007, 0.00
N,=2.8010°{-1. 1] 107=5.0 N,=1.9810°[0.71 -0.71 -0.71 0.71]} 10*=-7.0
0.18 : 0.86
0.18
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Einfihrungsbeispiel: ebenes Fachwerk

Knotenverschiebungen

Node u [mm] v [mm]
1 0.086 0.018
2 0.104 -0.054
3 0.018 0
4 0 0
Element- Element | N [KN]
schnittgrofRen | 1 50
2 -15.0
3 5.0
4 5.0
5 7.0
6 -7.0

Ergebnisse

Auflagerkrafte

Node FKN] | F, [KN]
3 - 20
4 -10 -10

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Schlussfolgerungen

Elemente miUssen mit den entsprechenden Knoten
verbunden sein.

Kinematische Systeme fuhren zu Gleichungssystemen, die
nicht I6sbar sind.

Maogliche Programmmeldungen sind: Steifigkeitsmatrix ist
singuld, Determinate Null, kinematisches System. Mdglich
ist auch ein Programmabsturz.

Steifigkeitskennwerte wie Querschnittsflachen,
Tragheitsmomente (bei biegebeanspruchten Balken) u.s.w.
mussen immer angegeben werden, damit das Programm

entsprechende Elementsteifigkeitsmatrizen aufstellen kann.

Die Auflagerkrafte erftillen stets das Gleichgewicht mit den
aul3eren Kraften.

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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Ende

Einflhrung

2 Stabtragwerke

Flachentragwerke
Modellbildung
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 1

y: Problem

Ein FE-Programm ermittelt alle

Z 5 3 .
Verschiebungen und
SchnittgrofRen des dargestellten
4 Systems zu Null., obwohl eine
Last von F=10 kN eingegeben
wurde.
1
VAN Wie ist das moglich?
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 53
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 1

Hi JL

-3 Systemeingabe
‘@ 1 Material
‘@ 2 Querschnittswerte
w4 3 Knotenkoordinaten
=& [Sbe

S 1 K 1-»2 L=5,000
af‘ 2 K:2-»3 L=10,00
S 3 K 3»d L=3.000
G b Auflager

-4 § Gelenkfedem

= Stabeigenschaften
&> B Bermerkungen
-3 Standardsysteme

-4¥ Fachwetke

4% Rahmen
""" ®Q Lasteingahe
""" =] wvargegekens Uberlager
""" @ Maawerte aus vorg. Ube
----- @ mau/min Ub. aus Lf. Th.1
----- & EinfluBlinien

0,000 0,000
0,000 5,000
10,000 5,000
10,000 2,000
5,000 5,000

M| = W B —
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 1

' Ex 1 K:1->2 L-5.000

- 2 K3 Letnoo

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 55
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 1

=3 Systemeingabe
B 1 Material
= 2 Querschnittswerte

‘@ 3 kKnotenkoordinaten
B 4Stabe
EI‘@ b Auflager

Einzellast

b 4]
-~ G Gelenkiedem
= 4 7 Stabeigenschaften otenlaste
-4 8 Bemerkungen
=3 Standardsysteme
~4» Fachwerke
4% Bahmen

I Einzallast
) worgegebens Uberlager ] 0,000 10,000 0,000 0
g Mabwerte aus worg. Ube
@ max/min Ub. aus Lf. Th.1
@ EinfluBlinien

1.00
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 1

iF
_ Hangender Knoten!
(2 o1
-+ Fehlerdiagnose:
| 4 Knotenpunkt 5 wurde im Programm definiert und mit der Kraft F
AN belastet. Jedoch ist der Knoten nicht mit dem FE-System
verbunden. Damit wird das System auch nicht mit der Kraft F
’ belastet. Knoten 5 ist ein sogenannter ,hangender Knoten".
<
Element Definitionen (fehlerhaft): Element Definitionen (korrekt):
Elementnummer Knoten 1 Knoten 2 Elementnummer Knoten 1 Knoten 2
1 1 2 1 1 2
2 2 3 2 2 5
3 3 4 3 5 3
4 3 4

CllA
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 2

Problem

region1 A4 T T | region 2
e \M——u ’ Vom einem FE-Programm wurden

™\ rechteckige Element in zwei
benachbarten Bereichen
/ generiert.

[ \ Vorsicht! Die Elemente an der
/ gemeinsamen Berandung sind
NICHT miteinander verbunden,
\ sofern nicht spezielle Elemente
] / fur diesen Fall verwendet wurden.
[ ST oy FE-Netze missen diesbeziiglich
sorgfaltig Uberprift werden!

J
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM fur Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 3

F
i Instabiles System !

Problem:

Ein instabiles System wurde
in ein FE-Programm
eingegeben. Wie reagiert das

N Programm?

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 59
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

FEM flr Stabtragwerke

Beispiele fur fehlerhafte Systemeingaben — Beispiel 3

==t Emmm == === - === - == == == e
1.U Nr. Mat Name {cmd) cm2) {cm2) fcm) rcm3)
£T (cm=)
1 1 IPE300 g3al 55.8 21.4 30.0 a57.0
557.0
2 1 IPE40DN 23130 B4.5 35.1 40 .1 11a0.0
1160.0
[ |
PLASTISCHE SCHNITTGEOM FLEraxKR300 &
—————————————————————— System instabil bei JF = 10vanNF=11, knaten 41 (-------- Fehlermeldung des
Nr o Mat NE1 ' | Programms!
(k1)
1 1 1291.2 =] 204 .6 0.0 444 8
z 1 2028 .0 513.9 4a0.a 55.2 673.4
3YIATEM Projektionen ouerschnitt KEKnoten
oy - _______
3 Stab L (m) Lz (m} ol Q2 Ende 1 Ende 2
_jl 1 .ooo 5.000 1 1 1.0 2.0
z 10.000 .ooo 2 2 2.0 a.0
3% .ooo -Z.000 1 1 3.0 4.1

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgroRenmatrizen

llO kN
2

e

y V4=O
T_é e X 3
us=0 = u3=0

E=2.1.10° KN/m? A =0.004 m?
{,—£,=300m /.—/;=3.00-42=424m
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Elementsteifigkeitsmatrix

U, U,
o— o—> E-A 1 —-1||u, | |F
! | 2 - . . —
¢ -1 1|y | |F,
F1 X(Iok) . Fz -

Elementschnittgrol3enmatrix

EA u1
<N o 0N> N = / [_1 1]' Y
V=0, M=0 2

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23

62




2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Freiheitsgrade:

Steifigkeitsmatrix:

SchnittgroRenmatrix (fir Normalkraft):

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 63
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element1: a=0°

(lok)
E-A_2110:.9004_55.40° — =
£ 3.00 — —
Uy U3
Elementsteifigeitsmatrix
1)
Fﬂ._ =2 .8010° . 1 -1u, e W
Fx;' —1 11| u, Ll»o—o—bxz
ElementschnittgroRenmatrix
5 u1
N= 28.10°. [ -1 1]-{ }
u2
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 64
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 2: o =90°

E-A_5410:.9004_ 55400
7 3.00

Elementsteifigkeitsmatrix

F.2 1 —1][v,]
2 [=2.8010° - N7
F. -1 1]V,

y2 |

Elementschnittgrof3enmatrix (Normalkratft)

N= 28.10°. [ -1 1]-{H
2

(lok)

s

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 3: a=0°

 [1oK)
EA 211022094 5510 — _
4 Uy Us
Elementsteifigkeitsmatrix
o Yo H 2
3) _ e O—)
”’..3.. =2 8010° - r ‘ ]
F. -1 1]y, |
Elementschnittgrof3enmatrix (Normalkratft)
5 u4_
N= 28-10°- [ -1 1]-{ |
U3_
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 4: a=90° T =
> i¥

E-A_5110:.0004_ 55 400
, 3.00

Elementsteifigkeitsmatrix

F 9 1 -1
Y11:230405-{ }V4
F. -1 1] v,

Elementschnittgré3enmatrix ><

N=  28.10°- [ -1 ﬂ{“] o

(lok)
—
Vg

v,

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 5;: a =45°

EA L 2.1-10° 0.004 =1.98.10°
s 4.24

Elementsteifigkeitsmatrix

F.” " 05 05-05-05][u,]
F .| 05 05-05-05|v,
o= 1.9810° |
F,~ ~0.5-05 05 05| u,
F,, | -0.5-05 05 05| v,|

ElementschnittgroRenmatrix

N =1.98-10°-[-0.707 -0.707 0.707 0.707|-

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.2 Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix eines Fachwerkelements

Beispiel: Elementsteifigkeits- und ElementschnittgréofRenmatrizen

Element 6;: a=135°

E-A 541009994 _ 4 95.10°
424

Elementsteifigkeitsmatrix

F.° [ 05-05-05 0.5]u,
F.° -0.5 05 0.5-0.5|v
2, | =1.98.10° |
F.’ -0.5 05 0.5-0.5||u, y
e | 05-05-05 05| v, T )
o Ug
Elementschnittgré3enmatrix u, Vs
N =1.98-10°-[0.707 -0.707 -0.707 0.707|- 's TN T
Yy *//O'{'/ Us
_U1_
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 69

Finite Elemente in der Baustatik 01/23




	Folie 1
	Folie 2
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23
	Folie 24
	Folie 25
	Folie 26
	Folie 27
	Folie 28
	Folie 29
	Folie 30
	Folie 31
	Folie 32
	Folie 33
	Folie 34
	Folie 35
	Folie 36
	Folie 37
	Folie 38
	Folie 39
	Folie 40
	Folie 41
	Folie 42
	Folie 43
	Folie 44
	Folie 45
	Folie 46
	Folie 47
	Folie 48
	Folie 49
	Folie 50
	Folie 51
	Folie 52
	Folie 53
	Folie 54
	Folie 55
	Folie 56
	Folie 57
	Folie 58
	Folie 59
	Folie 60
	Folie 61
	Folie 62
	Folie 63
	Folie 64
	Folie 65
	Folie 66
	Folie 67
	Folie 68
	Folie 69

