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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Arten von Gelenken

Biegegelenk ;. ‘c{ s
geg 5o C
Querkraftgelenk - = i m ? -
— <f—
Normalkraftgelenk — — — — - —
Torsionsgelenk i

geloste Bindung: Moment

geloste Bindung : Querkraft

gelOste Bindung: Normalkraft

geloste Bindung:
Torsionsmoment
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Steifigkeitsmatrix eines Balkens mit einem Biegegelenk

Fy1 Fyz(lok)
Balkenelement T M, T
mit einem Gelenk %—O
M22(|0k) =0

Berlcksichtigung des Gelenks in der Steifigkeitsmatrix
« Der Balken besitzt in dem Freiheitsgrad, dessen Bindung geldst wird, keine Steifigkeit.
» Dies erfordert eine Umformung der Steifigkeitsmatrix.

* In dem gel6sten Freiheitsgrad kdnnen keine aulReren Krafte und Momente (Lasten)

aufgebracht werden.
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Steifigkeitsmatrix eines Balkens mit einem Biegegelenk
(lok)

Fyl Fyz(IOk)
Balkenelement TA_\‘ I\/Izl(|°k) T
mit einem Gelenk
IvIZz(lok) =

Steifigkeitsmatrix 12/ /07 AlI0 —12/¢02 6/¢ [y ™]
ohne Gelenk: (lok) 1(|Ok)
E-l 6/ @, —6/7 2 0,
0 |-12/¢* —6/¢ 12102 —610] v,
6/¢ 2 -6/t 4 ||¢"™

Reihe 4 fir M,,(°K Jautet:
E-1/0-(6]0-v
> 0" =— 3 (2-0) v, ~1/2. 9 +31(2-1)-v,"

Setzt man (Pz |n die Gleichungen der Reihen 1 bis 3 ein, erhélt man die
Steifigkeitsmatrix des Balkens mit einem Biegegelenk am rechten Rand.

(lok) n 2 (lok) B 6/f (lok) n 4 . (PZ(IOk)) _ MZZ(Iok) _ O
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Steifigkeitsmatrix eines Balkens mit einem Biegegelenk

(lok)
Fy1 0 FyZ(IOk)
Balkenelement (lok)

. ; le
mit einem Gelenk
M, =0

Steifigkeitsmatrix eines Balkenelements mit einem Biegegelenk am
Knotenpunkt 2:

E |_ 3/ 3/¢ -3/ _V(llok)_ _Fyl(lok)_
—| 3/t 3 =3/0||e|=|M, "
_—3/62 —3/¢ 3]/ | _V(2Iok)_ Fyz(.ok)
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Hinweise fur die Praxis

Fehlerhafte Gelenkdefinitionen kbnnen zu kinematischen Systemen fiihren.

An Knoten, an denen mehrere Stabe zusammentreffen, dass der Drehfreiheits-
grad eine Steifigkeit besitzt. Er sollte also mit einem Element, das im betreff-
enden Freiheitgrad eine Drehsteifigkeit hat verbunden oder festgehalten sein.

Wenn in der Berechnung eines Stabtragwerks mit Gelenken, die Fehlermeldung
,Kinematisches System” auftritt, sollten die Gelenkdefinitionen sorgfaltig geprift
werden.

o : /: ! :/: 2 Balkenelemente mit Gelenk
Beispiel ! o b= g

->1 Balkenelement ohne Gelenk

. 3 Balkenelemente mit Gelenk
- -> Freiheitsgrad ist festgehalten
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Fehlerhafte Gelenkdefinition am Ende eines Kragarms

System Z,

Festhaltungen:

V,=0 ¢,=0

Gleichungssystem mit Festhaltungen:

VlT
Freiheitsgrade =

= T
AuRere Krafte ! i

VzT
PR T r——.
Lo X )|

03 3 o[V, ] V, =
3 3 3Ht—o1 1o M 0, =
F - . 1
ZTW —8/* B¢ 3/¢* ol||v,||F
o o o) 0] M
M/ - ¢, LV ]
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Fehlerhafte Gelenkdefinition am Ende eines Kragarms

Gleichungssystem
' ? EI3/¢° of|v,| |F
¢l o olle,| [M,
V1 V2
Freiheitsgrade T:a _T‘)

D1 (P2 Eigenschaften des Gleichungssystems:

System

ANNN

« Singulare Steifigkeitsmatrix

Fq F,
» Gleichungssystem ist nicht losbar
AuBere Kréfte %7 ’ - Aufbringen eines Moments M,
M M

2 ist nicht sinnvoll
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Fehlerhafte Gelenkdefinition am Ende eines Kragarms

Abhilfe:

a) Festhaltung des freien Freiheitsgrades

2 2 (P2:

: B
Lw = l 3-El/¢*-v,=—F Vz:_%

b) Steife Drehfeder an Punkt 2 anbringen

E{S/zz v,| [F, F,=-F
14

F
l 3-Elle* o][v,] [-F

E 0 k(p (|)2:|\/|2

Reguléare Steifigkeitsmatrix

NN
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Fehlerhafte Gelenkdefinition am Ende eines Kragarms

Abhilfe:

c) Elimination der (nicht sinnvollen) Gelenkdefinition

F
l 24— 6124 6/0 | v, | | F
- Z/I_ = 611 4 =614 2 e M
~12f¢* —6y¢ 12/¢* -6/0||v,| | F
- 6/) 2 -6/t 4 |l|o,| |M
Systemsteifigkeitsmatrix
ElI(12/¢ —-6/¢||v,| |F,
— . — Steifigkeitsmatrix ist jetzt regular
¢ |-6/t 4 o, | M,

1

z1

2

z2
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: 2 Balkenelemente mit unterschiedlicher Gelenkdefinition

Gelenkdefinition

System

Gelenk in Element 1

M =10 kNm
Ly Ay
1 0 Z

a) 2,5

_ -10
Gelenk in Element2 -25|/J./|'7'5

Gelenk in beiden
Elementen

7

[kNm]

P! —~ '\I
O

P4

Auswirkung

Moment M wird als Belastung des
Knotenpunkts 2 definiert.

M wird auf Element 2 aufgebracht

M wird auf Element 1 aufgebracht

Keine Momentenlinie!

Unerlaubtes kinematisches
System im Freiheitsgrad @,
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2 Stabtragwerke / 2.4 Biegebalken

Gelenke

Beispiel: Momentenpaar an einem Biegegelenk

T~
\ 7/

(
e
Al Al

Problem: Am Knotenpunkt kann das Moment nicht aufgebracht werden.

LOosung:
» Es werden zwei kurze Balkenelemente eingefiigt z.B. mit der Lange Al=1cm .

» Die beiden Momente werden an den neu definierten Knotenpunkten an den
jeweiligen Elementenden aufgebracht.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23

12



2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Freiheitsgrade ebener Stabwerke

Ebene Stabwerke

OF

Fachwerke: 2 Freiheitsgrade an jedem Knotenpunkt: u; und v;
Knotenpunkte, die ausschlief3lich mit Fachwerkelemeten und Verschiebungsfedern

verbunden sind.

Balkensyssteme: 3 Freiheitsgrade an jedem Knotenpunkt: u;, vV, und (;
Knotenpunkte, die mit Balkenelemeten und Drehfedern verbunden sind.

Alle anderen Freiheitsgrade mussen festgehalten warden, um Singularitaten in der

Systemsteifigkeitsmatrix zu vermeiden..
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

System

'

EA. ~

M
k‘"g; )
El.

El,

Element types

Elements 1,2 : Beam elements
Element 3 : Truss element

Element 4 : Spring element

Nodal points and elements

@
gAl = “2@ 3
®

Deegrees of freedom

AV1 V> V3
i Pz P3
: @r=—
Uz U us
Vy
=1
Ua
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Element 1: Steifigkeitsmatrix des Balkenelements

AV AV2
1 %.LLLLLLU_ 9
1
P, (; )
< »
_ i ) .
s -8 I N
b _(Pl_ M(zll) 12
Ed |6 12 6 Vv, | = F(lz) _ Ak Festhaltebedingung Vv;=0
0, l, 612 0, y(l) 2 wurde bereits bei der
6 | P2 | _Mzz_ q.flz Elementsteifigkeitsmatrix
2 - - 4 BT beriicksichtigt.
| 1 | - -
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 15
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Element 2: Steifgkeitsmatrix des Stabelements

Vo

(, 4 P3
(12 6 12 6
622 f2 622 62
6 4 _6 5
62 62
12 6 12 6
€22 fZ 822 62
6 L, 6 4
R l,
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Element 3: Steifigkeitsmatrix des
Fachwerkelements
E-A, (3)
, V, = Fy2
3
Element 4. Steifigkeitsmatrix
der Drehfeder
(4) _
M, =K,

AV

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Matrix mit Festhaltungen: u;=0 u,=0 u;=0 v;=0 u,=0 v,=0
0 0 0 0 0 ) )
1 |0
0 0 0 0 0 P
v, 0
0 0 0 0 0 | o,
0 o
0 0 0 0 0, —F
0
0 0 0 0 0 - -
q x [F @
k rw l AV1 Voo gVs
. YYVVVVVVY 2 @ @ NP P2 jp3
El, T ElL 1 2 3 U U U
EA. <2 ®
y Tw
2 J—» 4 i
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Addition of Element 1

0]
o
0] v,
P | =
V3
[P
- O —
0 0 0 0O O
mit c, = EI. /A, und c,=EI /L,
Element 1
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 19
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

mit

Addition von Element 2

c,= EI./{ und

c, =EI /L

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

with

Addition von Element 3

_6C71+6072 4_.(_*’14_4.(;2 _6072
Il I2 I2
_12.(:722 —6-C—2 12,&22

I2 I2 I2
6C72 2-C2 _6072
2 I2
c,= EI./{ and c,=El /%,

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Addition von Element 4

l+4-c1 —6-(;1 2.¢c, 0 0 ) )
1 |2
EA P —-q--
6.9 12.94120. 9 A 58,65 0.9 g% Ty 12
Il I1 Iz |3 Il I2 Iz IZ V2 _qI*I
2.¢ _6.9146.22 4.c+4c, -6-2 2.¢c, | -lop|= 2
1 | | 1 2 | 2 ?, | = |2
e, c c. c v | (M,
0 -12. 72 —6--2 2.2 —6-2 =
|2 |2 |2 |2 | P
0
C
0 6.2 2.¢, 6.9 4., - -
L 2 2 .
mit c,= EI./{ und ¢, =El. /%,
Element 4
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 22
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2 Stabtragwerke / 2.5 Zusammengesetzte Stabtragwerke

Beispiel: Stabwerk

Systemsteifigkeitsmatrix

c
k,+4-c, —6-—+ 2-C, 0 0 ) )
. ,*
EA 1 | "9
Il I]_ 2 |3 Il |2 I2 2 V Il
c, .¢C c ’ 4
2.C, _6.rl 6 TZ 4.c,+4-c, -6 I—Z 2-C, | o, %2
! 2 ? M+q- 1
v
0 _12.%2 _6.22 2.2 _g.2 : 12
Iz 2 |2 2 _(03 _F
c
0 6.2 2.¢, 6.9 4., L 0]
L |2 2 _
q V|F @
k rw l \ V1 Vs Vs
- VVYVYVYVVYYVYYVYY ZS @ @ ‘\(pl (PZ ﬂ?i
El, T ElL 1 2 U U; U
EA. e ®
y T"“
X
Q )—» 4 "
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2 Stabtragwerke / 2.6 Dreidimensionale Elemente

Raumliches Fachwerkelement

Elementsteifigkeitsmatrix

3 Freiheitsgrade am jedem
Knotenpunkt: Az

6 X 6 Matrix

Herleitung:

« 3D Koordinatentransformation der
lokalen Steifigkeitsmatrix

Kap =Tap -K" . T4

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 24
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2 Stabtragwerke / 2.6 Dreidimensionale Elemente

Raumliches Balkenelement

Elementsteifigkeitsmatrix

6 Freiheitsgrade an jedem
Knotenpunkt

12 x 12 Matrix A

Herleitung

« Erganzung der zweidimensionalen
lokalen Steifigkeitsmatrix durch

Querbiegung und Torsion.

« Raumliche Koordinatentransformation

Lersy =T oY < T

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik
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2 Stabtragwerke / 2.6 Dreidimensionale Elemente

Raumliches Balkenelement

Steifigkeitsmatrix eines torsionsbeanspruchten Elements (St. Venant)

(lok) (lok)
Px1 Px2 B ( (lok) (Iok))_ V4
— P e—— - P =Py —Py1 — -~ 1
G ° IT
(lok) (lok) .
M,, — - —— |\ M 9 = T = GEIT ( @ 9 —(sz('°k))
o] G I o] o]
L << >p i I\/IXZ(I K = T= / . .(_(leﬂ K "'(PXZ(I k))
<0
lok lok
G-I, |: 1 _1:| | (px1(o) - MX1(0)
_ (lok) | (lok)
E 1 1 (px2 I\/Ix2
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 26
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2 Stabtragwerke / 2.6 Dreidimensionale Elemente

Raumliches Balkenelement

Freiheitsgrade und Stabendkrafte

Mz1 M22
(lok) P P2
(pyl (Pyz y2
t (oK) I I y2 /
*—u—» —
Mx2

5 (10K) Px1 Uy 2 U2 @y M1 F1 2 Fyo

Verschiebungen u. Verdrehungen Krafte und Momente

Mby1 M2
VZ1 A Vy1 / f

- 1 -
T 5 (Stab) 2N T
ySER (st o7 Ve Yy,
Iv'by2
;sz1
Schnittgro3en
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 27
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2 Stabtragwerke / 2.6 Dreidimensionale Elemente

Raumliches Balkenelement

# 0 0 0 0 0 _E-A 0 0 0 0
|
12 -E -l 6-E-I ‘E- ‘E-
0 ; z 0 0 0 : 2 0 _12|3E L 0 0 0 6:52IZ
12 -E-| 6-E-I 12 -E - 6-E-I
y z y z —
0 0 |3 0 |2 0 0 0 - |3 - |2 0 Ul Fxl
0 0 0 GiIT 0 0 0 0 0 _GiIT 0 0 Vi F
F
6-E-, 4.E-l, 6-E-l, 2.E-, NG
O 0 - |2 O I O 0 0 |2 0 I 0 (pX]. MXl
6-E-l 4.E-l, 6-E-I, 2-E-l, Py1 My
- 0 0 0
0 = 0 0 0 | 0 2 | P |_ | Mz
_E-A 0 0 0 0 0 E-A 0 0 0 0 0 s || Fe
I ! 12 -E-| 6-E- V2 Fye
0 12 .I3E.|Z 0 0 0 6 E 1, 0 g z 0 0 0 T w, F,,
M
12 -E-| 6-E-I 12E|y 6E|y Px2 X2
y y 0 0 0
O — |3 0 |2 O |3 |2 (py2 My2
G-l M
G-l 0 0 0 T 0 0 P2 ] M2
° ° ° 0 ’ 6-E-I | 4.E-I
6-E-l 2.E-I =y Yy
0 0 - y 0 | y 0 0 0 2 0 | 0
6-E-I 4.-E-|
E- 2-E-l 0 - z 0 0 0
0 6 :52 E 0 0 0 | z 12 |
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Ende
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2 Truss and beam structures / 2.5 Assembling of structural systems

Beispiel: Stabwerk

Element 1: Steifigkeitsmatrix des Balkenelements

AV AV2
. %.LLLLLLLL 9
1
©1 ¢, ‘ P
_ _ ) .
4 - s 2 o q-£y
by _(Pl_ M(zll) 12
E-l, : _E E _E v, | = F(lz) _ q-f4 Restraint condition V,=0
0, 0, flz 0, y(l) 2 already considered in
6 | P2 _Mzz_ q.glz the element stiffness
2 - - 4 T matrix
: 1 il : _
J
30
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2 Truss and beam structures / 2.5 Assembling of structural Systems

Beispiel: Stabwerk

Element 2: Steifigkeitsmatrix des Balkenelements

AVZ AVB
5
£2
2
P2 P3
(12 6 12 6
Lot b " =(2)
6 4 6 5 Vo Fy5
2
El, | o, ‘, 9, | _ M3
ooz 6 120 6y |T Y
0 ) o] M)
o2 -2 4
u 2 2 o
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 31
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2 Truss and beam structures / 2.5 Assembling of structural Systems

Beispiel: Stabwerk

Element 3: Steifigkeitsmatrix des Fachwerkelements

AV
O 2
E-A ,
=V, = F;gz)
63
3
Element 4: Steifigkeit der Drehfeder g
4
4
(4) _
My = k(p +P1

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23
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