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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Stabtragwerke

Lage der Stabachse

Definition: Die Stabachse ist die Beam axis
Verbindungslinie der Schwerpunkte S 'S,
des Anfangs- und Endquerschnitts %
eines Stababschnitts. l
Systeme mit einer —
Exzentrizitat der HEE Modellbildung
Stabachse o ]! _ _
> | « Kinematische Kopplung
———— 1. Sl (MPC)
1 i L o : l - Balkenelemente mit
> | (kUnstlich) grol3er
o | Steifigkeit einfligen
—p l
- i « Balkenelemente mit
I | exzentrischer Stabachse
> | verwenden
Beam element AT
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Stabtragwerke

Lage der Stabachse

Modellierung der Exzentrizitat als kinematische Kopplung (':"O‘:]'Stt';‘i’r']'t‘t

Beispiel:

2
Kopplung der Knotenpunkte 1 und 3 (Slaves) an den Knotenpunkt 2 (Master) 1 | 3

% Isz'(Pz
AWR(P) i

V1 V2T V3 Kopplungsbedingungen:

P1 P2 P3

V1“\ Vz?‘\ V3I‘\ U =U, U; = U,
Y u u Ujs

1 2 _ _
X ll AX; 2{ AXy T Vi =V, =AX -9, V3=V, +4X; -0,
O =@, »; = @,
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Stabtragwerke

Modellierung der Exzentrizitat durch Balkenelemente mit grof3er Steifigkeit

Um numerische Probleme zu vermeiden, sollte sich Beam elements
die gewahlte (grof3e) Steifigkeit nicht um mehrere with high
Grolenordnungen (Zehnerpotenzen) von den ctiffness

Balkensteifigkeiteb im System unterscheiden.

Modellierung durch Balkenelemente mit
exzentrischer Lage der Achse

7 ——— Nodal points & . €2

r\ Eccentric axis for all

/ beam elements

Beam element with a jump in the beam axis
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Lagerung in Richtung des globalen Koordinatensystems

Definition durch Festhaltung AV

einzelner Freiheitsgrade y ﬂ
gy A d -

5 v=0 u=0 u=0 u=0 u=0
’ v=0 v=0 @, =0
¢, =0
4= o
Modellierung geneigter Auflager % ‘
« Kinematische Kopplung or
Feder mit groRer Steifigkeit _ )
« Fachwerkelement mit grol3er - e%ﬁ?nt
Steifigkeit 1
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Auflagerverschiebungen und -verdrehungen

Support displacement Support rotation Prescribed displacement of
an inclined support

Artificial spring Artificial truss element

with large stiffness with large stiffness
Modellbildung:
*  Einfihrung der kinematischen Bedingungen in das F.=k~ U
globale Gleichungssystem 0 0 ~0
«  Kunstliche Feder mit hoher Steifigkeit k, und einer k, muss so grol3 gewahlt werden, dass die
grofRen Kraft Fy= Kk, *uy aul3ere Kraft F, fast vollstandig in die

Fachwerkelement mit hoher Steifigkeit wie Federelement FELEN IS RIS
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Beispiel: Einfluss von Auflagerbedingungen

Fall 1: 2D-Modell eines Durchlauftragers

Pa yAN yaN Front view
[ — = Top view
L £ L 4
/1 /1 71
Moment
Y ! F./ diagram
F./ -
193 10.67
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Beispiel: Einfluss von Auflagerbedingungen

Fall 2: Allseitig gelenkig gelagerter 3D-Balken

F
Pas yAN el Front view
4 € E’Wl/a Top view
X Moment diagram
. Y M=
«
4
Momentengleichgewicht
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Beispiel: Einfluss von Auflagerbedingungen

Fall 3: 3D-Modell eines Durchlauftragers mit Torsionseinspannung am rechten Lager

lF

= = AN
L 4 L M. = F-£  Beieinem winkel @#0 ist eine
/1 4

T 308 Festhaltung des Torsions-

freiheitsgrades am rechten Lager
erforderlich, damit das
- F.0 F-{ Biegemoment M, auf-genommen
4900 10.71

4 92 werden kann!
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Beispiel: Einfluss von Auflagerbedingungen

Ergebnis
Pas AN Front view P yAN
4 MB Top view
¥ ! K E
% ( L
/1 /1

Moment diagram
- F-r
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung
Federn

Verschiebungs- und Drehfedern ermdglichen die Modellierung einer elastischen
Nachgiebigkeit von Auflagern bzw. einer elastischen Einspannung .

Beispiel: Modellierung der Unterstltzung durch Balken als Feder

Beam 1

1>

The stiffness for beam 2 is represented
by the spring

Anstelle eines raumlichen Systems ist nur ein ebenes System zu berechnen.
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Federn

Beispiel: Modellierung der Unterstitzung durch Balken als Feder

F F
2 V
V =
S, o = F=k-v
7 7 1 k
F-0 48 -E-| 48 -E-|
= F — Y, — —3
48 -E - /3 /
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung
Federn

Ersatz von anschlieRenden Balken durch aquivalente Federn

System Spring constant
i E-A
—+» [ F=k,-0 k, =——

(plvl ” _4.E.|
at | M=k | Ko

5 0 4-0-K,+12-E-l
qp%{\i\ M=k, o k("_4-£+€2-ko/E-I

Length of a beam
Rotational spring constant

EA = Longitudinal stiffness ¢
El = Bending stiffness k(

p
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung
Federn

Parallelgeschaltete Federn

Krafte in den

ﬂ—%\b\»k _ Federkontante:
| einzelnen Federn:
| Ky
ko | F k F =
= = —
| % F, =<2 F k=k;+k, +Kkj
k3 i K
| K
' F,=-3.F
a—ww} =

: F=k-5

Bedingung: Alle Federn haben dieselbe Verschiebung
F=F+F,+F, F=k-6 F=k-65 F=k-6
k-6=k-5+k,-5+k;-6 = k=k+k,+k,  with §=F/k

Herleitung:
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Federn
In Reihe geschaltete Federn
Krafte in den
einzelnen Federn:
€ ko2 K3 F F
— — — . _ _
bl 444 Fl — F2 — F3 — F
6 0
Federkonstante:
F=k-o
1 1 1 1
K kK, K
Bedingung: Alle Federn haben dieselbe Kraft 1 2 3
Herleitung: O = 01+ 85 + g 5,=Flk, 8,=Flk, &;=FIk,

Fik=F/k,+F/k,+F/k, = 1/k=1/k,+1/k, +1/k,
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung
Federn

Beispiel: Elastische Einspannung eines Balkens beam

N———
Die Biegesteifigkeiten der Stabe 1 und 2
] E]] " werden durch Drehfedern dargestellt:
/
P
K _3-E-|; K :4-E-I2
\ ey vy
e p— 1 2
Parallelgeschaltete Federn:
s El
3-E-l, 4-E-I
Ko =Kop Koo = 1y 2
ly >
Reales System Ersatzsystem
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung
Federn

Beispiel: Stutze mit veranderlichem Querschnitt

Die Steifigkeiten der beiden Abschnitte der

k Stltze werden durch Federn dargestellt:
E-A E-A
k, = 1 k. = 2
— t t,

In Reihe geschaltete Federn:

Ersat t
rsatzsystem 1_1+i_ 51 ) 62
k k k, E-A E-A
Reales System « E-A-A
A2°£1+A1'€2
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 17
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Bei grofsen symmetrischen Finite-Element-Modellen kann der Rechenaufwand durch
Ausnutzung der Symmetrie deutlich verringert werden.

Beispiel: Symmetrischer Rahmen

Symmetrische Belastung antimetrische Belastung
Fl Fl F Fl Fl Fl Fl JF/2
g q

YYVVVYVY YVYVY

[:E . -
| — — N

A A A A A A A A
/ /2 | l/2

I

System Ersatzsystem System Ersatzsystem
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Bei grofsen symmetrischen Finite-Element-Modellen kann der Rechenaufwand durch
Ausnutzung der Symmetrie deutlich verringert werden.

Beispiel: Symmetrischer Rahmen

symmetrische Belastung antimetrische Belastung
)F/\ F/2 F/2 F/2 F/2
— — bl i
> - - K
— — =l B
¥ — e e
ol o — o7 M cr+ =
e 5
3 3 &l i
—> b .- >
> A A >R A A AT
[ [ [
System Ersatzsysteme
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Symmetriebedingungen ebener symmetrischer Systeme

Belastung
System
symmetrisch antimetrisch
A y | |
A~ O u=0 v=0 v=0 u=0
Nk Uy
Rahmen / Scheiben Pz z
%"’V - O
Iy | W:|0 w=0
X
— _ O — (P — (P — O
Tragerrost / Platte Py Px g y
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Spannungen und Schnittgrof3en symmetrischer Systeme

System Schnittgrof3e/ Belastung
Spannungs- symmetrisch | antimetrisch
komponente

+ Biegemomente
* Normalkrafte
» Torsionsmomente Symmetrisch antimetrisch

Stabwerke )
» Verschiebungen
* Querkrafte antimetrisch symmetrisch
o Norma|spannungen Symmetrisch antimetrisch
Scheiben » Verschiebungen
* Schubspannungen antimetrisch symmetrisch
+ Biegemomente symmetrisch antimetrisch
Platten * Querkrafte

» Verschiebungen

» Torsionsmomente antimetrisch symmetrisch

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Beispiel: Platte mit mehreren Symmetrieachsen

Partial system of one quarter of the plate

I
o

P
|

Py =0—.

|

|

Deckenplatte Ersatzsystem

Das System kann weiter zu einem Achtel des tatsachlichen Systems vereinfacht werden.
In diesem Fall missen geneigte Lagerbedingungen definiert werden.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 23
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Beispiel: Uberlagerung bei antimetrischen Lasten

symmetric anti-symmetric
I I
X i i
| F/2 | F/2 F/2 | | F/2
i — —_— I — 4 —> I —

System mit einer Symmetrieachse
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Symmetrische Systeme

Beispiel: Uberlagerung bei antimetrischen Lasten

symmetric anti-symmetric
I I
: F/4 —+— F/4 F/4 —+— F/4
—_— I —_— | B —> | —
2 . 5 : _>§= —_ . e . + —_— . e . _1 K __ Symmetric
| —» | |e— — |
1 F/4 1 F/4 F/4 1 F/4
I I I
I I
£/4 | F/4 F/4 — F/4
— > | | —| »-
—. | _ — - . .- anti-symmetric
-— | > +-— | |f—
F/4 ! F/4 F/4 ! F/4
I I
System mit zwei Symmetrieachsen
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Fehlerquellen

Fehlerart: « Fehlerhaftes Berechnungsmodell
« Eingabefehler
* Numerische Fehler

* Programmfehler

Vom Programm feststellbare Fehler:
* inkonsistente Eingabedaten
« Kinematische Systeme

* Physikalisch sinnlose Material- und Querschnittskennwerte

Die meisten Fehler kobnnen vom Programm nicht festgestellt werden!

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 26
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Fehlerquellen
Eingabefehler

Ursachen:
« Unaufmerksamkeit
* Fehlerhaftes Verstandnis des Programmhandbuchs

» Missverstandliche Angaben im Programmhandbuch.

Abhilfe:

 Plausibilitatskontrolle der Losungen

« Durchgéangige sorgfaltige Prufung aller statisch relevanten Eingabedaten.

Haufigste Fehlerart!

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Fehlerquellen
Programmfehler

Fehler im Programmcode: Selten, kann aber nie ausgeschlossen werden!

Kritisch sind selten benutzte Programmfunktionalitaten

Beispiel

Ein Programm zur Berechnung von Durchlauftragern wies einen Fehler auf, wenn ein
eingepragtes Moment als Elementbelastung aufgebracht wurde. Die Vorgangerversion des
Programms berechnete diesen Fall noch fehlerfrei !

M f\
il 2 3 4 o] 5 6
: @ : 7 / :

Moment applied as element load

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 28
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Fehlerquellen
Numerische Fehler

Zahlen haben bei der Darstellung im Computer eine endliche Genauigkeit.

Beispiel: Taschenrechner

1000+ 1-1000 =1 richtig

10°° +1-10° =0 falsch! D.h. der Taschenrechner hat eine Genauigkeit (Mantisse)
von weniger als 20 Stellen

10° +1-10° =1 richtig

10 +1-10" =0 richtig, d.h. der Tascherrechner hat eine Genauigkeit von 9 Stellen

Bei der Addition der Elementsteifigkeitsmatrizen zur Systemsteifigkeitsmatrix
konnen alle signifikanten Stellen verloren gehen, wenn die GrofRenordnung der
Terme der Matrizen zu unterschiedlich ist!

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Fehlerquellen

Numerische Fehler

Ursache:

Beispiel:

Begrenzte numerische Genauigkeit des Computers

Zahlenwerte werden im Computer durch Mantisse und Exponent dargestellt.
Beide Werte sind wegen der begrenzten Speicherkapazitat des Computers
begrenzt.

Darstellung der Zahl TU bei einfacher Genauigkeit (6 Stellen der Mantisse):
Exakt: 7C = 3.1415927...

Bei einfacher Genauigkeit: 7T = 0.314159 - 10!

Mantisse Exponent

Alle nachfolgenden Stellen werden bei der Speicherung in einfacher Genauigkeit weggelassen.

Zahlendarstellung

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 30
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Beispiel: Extreme Steifigkeitsunterschiede

Um eine starre Verbindung der Knotenpunkte 1 und 2 zu modellieren wird
die Steifigkeit des Elements 1 extrem grol3 gewabhilt.

2 U1 U2
q W/
—1 1 —2 2 3 Elementsteifigkeiten:
1.0 1.0 Element 1. EA = 1020
‘ ‘ Element 2: EA= 10°
Elementsteifigkeitsmatrizen
Fachwerkelement 1: Fachwerkelement 2:
oo | 17 10* -10% oo, L-1]_[ 10° -10°
-1 1] |-10® 10%® -1 1] |-10° 10°
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 31
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Beispiel: Extreme Steifigkeitsunterschiede

Systemsteifigkeitsmatrix

Systemsteifigkeitsmatrix bei einer u F
numerischen Zahlendarstellung mit [ l}:[ }
15 Stellen Genauigkeit: U] L0

Singuléare Systemsteifigkeitsmatrix!

Mathematisch: Systemsteifigkeitsmatrix ist singular

Statisch: Element 2 wird in der Berechnung vernachlassigt,
d.h. das System ist kinematisch

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 32
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Beispiel: Extreme Steifigkeitsunterschiede

Dieser Effekt tritt nicht auf, wenn die Steifigkeit des extrem steifen Element auf die
Diagonale addiert wird, d.h. eine Feder darstellt.

Beispiel: Die Steifigkeit des Elements 2 wird extrem hoch gewahlt.

= U4 U

— — / Elementsteifigkeiten:
1 2 9

3 Element 1: EA=10°

Eleemnt 2: EA= 1020
1,0

1,0
| \
Elementsteifigkeitsmatrizen
Fachwerkelement 1. Fachwerkelement 2:
1-1 10° -10° 1-1 10%° -10%
10° - = 10%° . =
-1 1] |-10° 10° ~1 1| |-10® 10%®
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Beispiel: Extreme Steifigkeitsunterschiede

Systemsteifigkeitsmatri F ! —2
ystemsteifigkeitsmatrix /
1 | 1 3 2 3
1.0 10
| |
u, F
Ju, |=|0
Us; F;

Global stiffness matrix for the system if
numerical values are represented with
15 digits accuracy:

Reguléare Systemsteifigkeitsmatrix!
Mathematisch: Systemsteifigkeitsmatrix ist regulér

Statisch: Element 2 wird berlcksichtigt, d.h. das System ist nicht kinematisch

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 34
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Numerische Fehler

Beispiel: Extreme Steifigkeitsunterschiede

Ursachen

« extreme Steifigkeitsunterschiede benachbarter Elemente, z.B. E-A, E-| G-I
« extreme Unterschiede in der Elementlangen

Abhilfen
« Starre Kopplungen (wenn im Programm verfligbar)

« Begrenzung der Steifigkeitsunterschiede auf ein physikalisch sinnvolles Mal3

T

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Kontrollen

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Kontrollen
Kontrolle einer Finite-Element-Berechnung

Plausibilitaskontrolle: Grafische Darstellung des statischen Systems,
seiner Verformungen und SchnittgroRen (z.B. Uberprifung auf fehlende
Auflager, fehlerhafte Vorzeichen der Belastung u.s.w.)

Kontrolle der Summe aller Lasten: einfache Berechnungen von Hand
konnen Hinweise geben auf grobe Fehler bei der Lasteingabe.

Plausibilitatscheck der Querkraft- und Momentenlinien: einfache
Handrechnungen an vereinfachten Teilmodellen. Uberprifung der
Gleichgewichts zwischen der insgesamt aufgebrachten Belastung und den
Auflagerkraften.

AbschlieRende sorgfaltige Kontrolle aller relevanten Eingabedaten.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 37
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Kontrollen

Kontrollen bei singularer Steifigkeitsmatrix

- Beendigung des Programms ohne Ausgabe von Ergebnissen -

Uberprifung der Auflagerbedingungen

Uberprufung auf Kinematiken an einzelnen Gelenken bzw. durch
Kombination mehrerer Gelenke

Uberprufung, ob freie Einzelknoten vorliegen

Uberpriufung, ob Biege-, Dehn- und Torsionssteifigkeiten eines
Stabes gleich Null

Uberpriufung, ob extrem groRe Steifigkeitsspriinge im Modell

vorhanden sind

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Kontrollen

Kontrollen bei Zweifel an der Richtigheit der Ergebnisse

Eine schrittweise Vereinfachung des Systems, bei der das verbleibende
Teilsystem den angenommenden Fehler beinhaltet, ist eine gute Strategie zur
Fehlersuche. Letztendlich sollte dies zu einem einfachen System flhren, bei
dem der Fehler offensichtlich ist.

Extensive Kontrolle

Wenn es nach einer sorgfaltigen Uberpriifung der Ergebnisse Zweifel an der
Richtigkeit der Ergebisse gibt, sollte eine neue unabhangige Berechnung,
moglichst mit einem anderen Programm (und von einer anderen Person)
durchgefihrt werden.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 39
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Ende

EinfUhrung

2 Stabtragwerke

Flachentragwerke
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2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Qualitatssicherung von FE-Berechnungen von Stabwerken

Programmiersprache Zahlentyp Stellenanzahl der | Max. Exponent
Mantisse
Fortran real*4 6 = 37
real*8 15 = 307
C/C++ float 6 = 37
Java double 15 = 307

Darstellung von FlieBkommazahlen im Computer

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23

41



2 Stabtragwerke / 2.7 Modellbildung

Auflager

Example: Influence of support conditions

Fall 2: Allseitig gelenkig gelagerter 3D-Balken
Momentengleichgewicht am mittleren Lager

T

Rechtes Feld:

T=0 aufgrund des Lagers
Gleichgewicht:

— I\/Irezo — |\/Ili:O
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