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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Diskretisierung einer Scheibe in Finite Elemente
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben
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Freiheitsgrade und Elementkrafte
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Verschiebungen Elementkrafte
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

AVy t V3
u
40_’ - B Us Bilineare Ansatzfuntionen:
TV,V
X .U u= a1+a2-X+a3-y+a
TVl " T V) . V= By + Byx + By + By bilinearer Term
2 L
1. .2 ay
d;
a3
u(x,y), v(x,y) ul_|t x yxy 000 0/7a,
y vi|000 0 1 x vy xyl|ll|B
X ”’ BZ
1 2
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Ansatzfunktion fur U

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23



3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

Knotenpunktverschiebungen

Knoten 1:
u, = a; + a,(-a/l2) + a;-(-b/2) + a,-(-a/2)-(-b/2),

" b/2 , b/2

5t - V= By + By(-a/2) + Ry (-b/2) + B,-(-a/2)-(-b/2),
== Usg I;» U3 Knoten 2:
V.V U, = a, +a,(a/2) + a4 (-bi2)+ a,(al2)-(-b/2),
1 T_»XM V, = By + Ry-(@/2) + Ry (-b/2) + B, a/2)-(-b/2),
Tf»u V2 Knoten 3:
v o = Ug = @+ ay(a/2) +ag(bf2) +a,(/2)(bl2),
a2 L ap Vo= By +Ry-(a/2) + Ry (b/2) + R, (a/2)-(bl2),
; a Knoten 4:

Uy = ay + o, (-a/2) +ag(bi2) + ay(-a/2)-( bi2)
V= B+ By(-a/2) + By(bi2) + R, (-a/2)( br2).

Die Parameter a;-a, und 3;-3, werden ausgedruckt
durch die Knotenpunktverschiebungen u,, v, bisu,, v,.
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

~b/2 | b/2
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

b/2 | b/2

P_Q

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

Verschiebungen U, ausgedriickt durch a

Vv
T_:Ug L_J:Na'a

|QJ—>|

= A -U

e

4, ausgedrickt durch die Knotenverschiebungen U,

l_J:Na'A'ue

oder U ZNQ e
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

u(x,y) =Ny (X, y) Uy + N, (X,y) U, + N3 (X y) Uz + Ny(X,y) - Uy

AV, vy VOGY) =Ni(X,y) v+ No(Xy) vy + N (X,y) - vy + Ny (X, y) v
L, Uy L, u
49

. a2 . a2
il
” d
mit:
1111 11 1 1 11 1 1 1111
N, = = N N,=—+—X+ +—xy N
=1 2a 20 e Y 1t ) a Y a2 20 b Y Y4 2a 2b° ab
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

Ansatzfunktionen U,
11 1 Vi
"y 2a Zby ab Y U,

L1 11 {u}_{Nl O N, 0O N; O N, O] Vv,

2 4 2a Zby ab Y v O N O N, O N3y O Nyj|u;
1 1 1 1 Vs

Ny=— yt+—Xy
4 2a Zb ab u4
LN SO VI B u=N-U, Vg

N, = X+
"4 22" 2b° ab

7 L7 [T T
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Elementverschiebungen

AV, T V3 QZN.QG
u
R  ERE
N tV,V 1 1
'Qj‘,r o I u(x,y) = Z(u1+u2+u3+u4)+ x-g(—u1+u2+u3—u4)+
3 Tvl ' TVZ 1 1
-Qr ' & Ui .2 p) yz—b(—ul—uz+u3+u4)+x~y-£(u1—u2+u3—u4)
i |
B a/2 L a/2
i S
a
< 1 1
V(X,Y) :Z(v1+v2+v3+v4)+x-2—(—v1+v2+v3—v4)+
a
yi(—v —V, +Vy+V )+x-y-i(v —V,+V;—V,)
2b 1 2 3 4 ab 1 2 3 4
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

€
€

X

1

Y | 2ab
ny

Ansatzfunktionen

Dehnungen
0
- 1T 1|V
du o N, 0 oN, 0 o N, 0 oN, 0 ul
d X ax d X aXx X 2
av | 0 o N, 0 oN, 0 o N, 0 ON, ||V,
y ay ay ay dy | |Us
3u+8v ON, 9N, 0N, N, N, N, 9N, 9N, v,
dy ox | | dy oJx 9y dXx ay d X ay oX | u,
Vi
£ = B -u
2y —b 0 -2y +b 0 2y +b 0 -2y -Db 0
0 2x—a 0 —-2X-a 0 2X+a 0 —2X+a |-
2X—a 2y-b -2x—-a -2y+b 2x+a 2y+b -2x+a -2y-Db
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Spannungen
Dehnungen § i ue
Hooksches Gesetz G = D &
Spannungsvektor G = Q ; E ; ue
1 0
| E ;
mit D = e u 1 0
— M _
0 0 1-p
- 2
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen des rechteckformigen Scheibenlements und
daraus abgeleitete Spannungen

Ansatzfunktionen

Ug Us Vs V3
3 U(X,Y), V(le) 3
Uz y V1
: A ) X Zi—
u(x,y) oy

Spannungsverlaufe - abgeleitet aus den Ansatzfunktionen

Txy,4

bilineare Funktionen

fur 44=0 :
Ty konstant in x-Richtung
linear in y-Richtung
O'y konstant in y-Richtung

linear in x-Richtung
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

b/2 | b/2

@ @
a/2 < s a/2
g

L_p Y4
) &)

2

Elementspannungen

V3

Uz

g:Q°B°ge

V1 ¢ V)
Ui U,

E
o, = 5 :
(1-p°)-2-a-b
n-((2-x=a)-(vy—Vv,)+(2-x+a)-(-v, +V3))]

[(2-y—=D0)-(u—uy) +(2-y +D)-(Us —u,) +

0 = e gy (@YD) -0,) 2y 4D)- (0 -u)
(2-x-a)-(v;—Vv,)+(2-x+a) - (-v, +V3)]
E

[(2-y =b)- (v =Vy) +(2-y +D0)- (Vs —v,) +

Ty =
YT 4.(L+p)-a-b

(2-x-a)-(up—u,)+(2-x+a)-(u; —u,)]
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Prinzip der virtuellen Arbeit: Wi — W a

Innere Arbeit: Wi — t J‘gT

Wi=1u,"-t[B'-D-B dx dy -u,
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

4 3
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Uy Uz
n ! 2

Virtuelle Verschiebungen

AFy4 A I:y3

Reale Krafte

AuRere Arbeit

Geleistet von den Element-Knotenkraften:
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Virtuelle Verschiebungen ‘t jBTD ‘B dx dy u _‘F
2 2L e —e

A Fy4 A I:y3

Fy3 Dies qilt fur belleblge virtuelle Verschiebungszustande

U,
Tl,x — t-/B"-D-B dx dy -u, = F,

1. ’
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Finite Elemente in der Baustatik 01/23 7



3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Steifigkeitsmatrix des Rechteck-Scheibenelements

b/2 | b/2

Elementspannungen

TR PR ST
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Scheibenelement mit einem einzigen Freiheitsgrad

— F=1000kN
>4 >

4

w

E=3,0-10" kN/m?

Ty n=0,2
1 v, —
X t=0,2m
X Pracd

) 1,00 m R
b g

0,50 m

Aus der Steifigkeitsmatrix: kg - U = F,; mit:

E-t b a 3.107.0.2 0.5 1.0
k. — 4.212.(0=u)2 | = 4. 2.(1=0.2)==1| =2.70-106 [KN/m
> 12.(1_&)( a (“)bj 12.(1—0.22)£ 10" 2 )0.5) iy
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Scheibenelement mit einem einzigen Freiheitsgrad

Ergebnis: : 0.5 10 .
Festhaltekrafte in [kN] Fu =Ky -U; =5.21-10 —2°E—(1—0-2)°E -3.69-10 =-500
s( 3 1.0 L
_ ¢ Fa=kes Uy =5.21:10° = 2-(1+0.2)- = |-3.69-10 _ _346
4 3
§ FX2 = k35 Uz = 5.21-105 2-O£—2.(1_0_2).£j.3_69 .10—4 =423
Iy o 5 1.0 0.5
X
; 1,00m ; F, =kgs -U; =5.21-10° %(1—3-0.2))-3.69-104 = 115
Fjs =Kes -U; =5.21-10° g-(1+0.2)-)-3.69-104 — 346
0.5 1.0 )
Fes =Kzs -U3 =5.21-10° —4-R+(1—0.2)-Ej-3.69-10 vo= 77
F,s =Kgs -U; =5.21-10° —g-(l—CB-O.Z)J~3.69-1O4 — 115
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 20
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Scheibenelement mit einem einzigen Freiheitsgrad

Festhaltekrafte in [kN]

= A
Z 1000
4 3 >
500 423
- 2 'n
(o) (Tp]
Y .

Die Elementkrafte erfullen die Gleichgewichtsbedingungen!
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Wandscheibe

C g=1MN/m

STTIT T

|

!

|

: £

| S

| =

| E=3,0-10" kN/m’

y | w=0
A : | m N t=0,5m

|

C
13.0m

x5+

Balkentheorie

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Wandscheibe

2 x 2 elements

IC
B g SectionC-C: Ox | Oy Section B - B:
PYy Y VY Y VYYVYVYVYVYYTVYD 04T — ‘
' 4TI 2,6
|
L
-0,6 ’ -0,1 -0,2
Z Gy Oy Section A - A:
A A 1,7 1,6 11,0
1C - Ox I }\ ,
i \I—S’O
|
i
Stresses in b

MN/m? 28 __——=-13

Spannungen bei einer 2x2 FE-Diskretisierung Ansatzfunktionen

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

4 x 4 elements

IC

Beispiel: Wandscheibe

By vvyvy

!

Iy

B

./

= GX

SectionC-C

1,1
0,8
-0,9

0,2

4,3

Gx

Gy SectionB-B

08 wr g—————]

-1,1

'[1,7 _2’0 _2'2

e N\

-0,2

Gy Section A-A

1,0

Stresses in
MN/m?

Spannungen bei einer 4x4 FE-Diskretisierung

\I -10,0

Txy

1,9

0,8 F
|

127

3.2
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Wandscheibe

8 x 8 elements

IC
Section C-C Oy : c Sectio = ~
B IIIII{ITIIs 5 v
-0,1 I
_1r2 '014-1,1'1,6'1,9 '1,9_ '2,0
v21,9 ~7-2,1
-1,0 i ’ ’
-1,0 .01 o4
’ -0,2 == == -(,1
’ | ’
_0’9 : "0,3_0’2 '0,2
-0,4
0,8 Oy oy Section A- A
2,4 7.3
A . A 4,2 4,7 4,8 4,2
|C = Ox 0'1 2,0
0 -01
|
|
!
i -20,2
|
|

Stresses in
MN/m? 2

Spannungen bei einer 8x8 FE-Diskretisierung

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

C

g=1MN/m

I

m

yYVYYYYYYYYOYIYY

C

L 13.0m
“

* Werte sind wegen der

Singularitat nicht

physikalisch sinnvoll !

10,0 m

Beispiel: Wandscheibe

Ergebnisse:

Oy, wmitte, oben O , Mitte, unten Oy, Lage W Mitte, unten”
2X2 -0,4 1,6 -5,0 -1,22:10°
4x4 -1,1 4,3 -10,0 -1,76°10°
8x8 -1,6 4,2 -20,0 -2,40°10°

16x16 -1,8 4,2 -40,9 -3,05-10°
32x32 -1,8 4,3 -80,8 -3,69-10°

Oy wmitte. oben @Nd Oy wite. unten KONVErgieren bei Netzverfeinerung zu einem konstanten Wert.

Spannungen sind verlasslich flr eine 8x8-Diskretisierung sowie fir feinere Netze.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

C

g=1MN/m

Y
A X

m

Byvyy vy v vvvevvey,

c

L 13.0m
“

thickness
t

w

10,0 m

Beispiel: Wandscheibe

Konvergenz am Punktlager:

Am Lager nimmt o, bei einer Netzverfeinerung kontinuerlich zu:
5-2>10-> 20....
Dies deutet auf eine Spannungssingularitat hin.

Die berechneten Spannungswerte sind physikalisch sinnlos!

Ursache

Am Punktlager ist: a > 0 im o, =Ilim — =0
a—>0 a—>0Qq-t

Die FE-Spannungen nahern sich bei Netzverfeinerung
dem Wert « an.

Weitere Singularitaten im Modell:
- Schubspannungen am Lager.

- Vertikale Verschiebungen am Lager

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 57
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Elementlasten

Elementlast Aquivalente Knotenkrafte

Aquivalente Knotenkrafte fur Elementlasten

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Flachenlast p,

1

1

Flachenlast p,

SEERR
2XRR%

Elementlasten

Flachenlasten

Krafte

a—j(u p, + V- p)dxdy_j[u v px dx dy
y

\ Ansatzfunktion der Verschiebungen

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Flachenlast p,

4 3
—_ — —>

—_— — —p

1 2
a J

\
I N

Flachenlast p,

2RRRE
AARRR

—_ —> —> b

Elementlasten

Flachenlasten

Wa=u, -F, [ Aieieamet]

U -F, =U. -IN" -p dx dy

Aquivalente Knotenkrafte

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Elementlasten

Konstante Flachenlasten

Flachenlast p a;bp azlbp F =] NT dx d
X X % L) ¥ p X y
4 3 - —_— - B
—_— —> —> - - -
—_—  —  — b F|_X1 pX
1_> — _>2 ™ o b FLyl "
as as
4 a 1 2 Px a4 Px |:LX2 pX
a*b a*b
4 Py 2 Py |:|_y2 a'b py
Flachenlast p, l l -
T bt iy
|:Ly3 py
RRRRR o o
2 Py 4 Py Fixa Px
_FLy4_ _pY_

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Elementlast

Randlast Pys-a Pys

HHHH

Randlast Py 3.4 Py3
X4

—
— —> —>

Elementlasten

Linienlasten

Aquivalente Knotenkrafte

a a a
6Pt 3P g PRT g Py

; é

a a a a
@px3+ ?px4 ?px3+ @px4

Beispiel

Belastung des oberen Randes
des elements durch in x- und y-
Richtung linear veranderliche
Linienlasten.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

40 kN/m 500 kN
YYVVYVVYYVYY YYVVYVVYVYY Avs AV, AVs
B> ¢ > > >
i o 5 4 3 Us Uy Us
i & @ @ Ave @ Av, @ Av,
& L > > >
iy 6 | 2 Ug Uq Ur
M o
8 ©, ®
NE 7 8
X
5.00 500 |
|
Tragwerksmodell FE-Modell (sehr grob)
Steifigkeitsmatrix
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 33
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Elementsteifigkeitsmatrix
a=5m,b=4m,t=0.4m, E=3.10" KN/m? und p =0.2:

(52 18 -22 -06 -26 -18
18 628 06 122 -18 -3.14
-22 06 52 -18 -04 -0.6
(@1 oap1of 08 122 -18 628 06 -436
-26 -18 -04 06 52 18
~18 -3.14 -06 -436 1.8 6.28
~04 -06 -26 18 -22 06
| 06 -436 18 -314 -0.6 1.22

-0.4
—-0.6
—2.6
1.8
-2.2
0.6
5.2
-1.8

0.6 |
~4.36
1.8
~3.14
~0.6
1.22
~1.8
6.28

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe
Systemsteifigkeitsmatrix

AV: AV,

AV3

>

T Va V3
Uy U3 > u)
4

Ay @ <A}>@ Ay,

Us

Vi ! V>
L'ul L’ - i o
1 2 ©

Zusammenbau der Steifigkeitsmatrix (Beispiel)

B
)]

kP =kGymemy 4 kEpmen®) 4 kemen®) =1.042-10° - (6.28 +6.28 + 6.28) =1.042 -10° - 18.84

Elemente der Steifigkeitsmatrix

Steifigkeitsmatrix

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe
Systemsteifigkeitsmatrix

AVs AV4 AV3

I >
Uy Us

it

) AV6 @ CAQ @ A Vs
[ e b > >
1 : 2 U2 UG@ U, o))

Zusammenbau der Steifigkeitsmatrix (Beispiel)

k%) = kiyme™ + kieme™?) =1.042-10° -(-4.36 +(-4.36)) =1.042-10° - (-8.72)

2,8 2,8

Elemente der Steifigkeitsmatrix Steifigkeitsmatrix

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 36
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Systemsteifigkeitsmatrix 40 kN/m 500 kN
AVs AV, Av; YYVYVYVYVYYY
> > B B~ | C
U5 U4 u3 l
I o
.o ), @ |, i :
v Al 0
@ > | o
(@]
y <
X
Ermittlung des Lastvektors, 500 500
| | |
Beispiel: Freiheisgrad v, '
-l 40-5
Fya= - 4F=-"""2_500 = — 600kN
2 2
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 37
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Systemsteifigkeitsmatrix

156 18 -22 -06 -26 -18 -0.8 0 -26 18 -

4.4 0
18 1884 06 122 -18 -314 0 -872 18 -314 O 2.44
-22 06 52 -18 -04 -06 -26 18 0 0 0 0
-06 122 -18 628 06 -436 18 -314 O 0 0 0
-26 -18 -04 06 5.2 18 -22 -06 0 0 0 0
1.042 106 |-18 -314 -06 -436 18 628 06 122 0 0 0 0
-0.8 0 -26 18 -22 06 104 0 -22 -06 -26 -18
0O -872 18 -314 -06 1.22 0 1256 06 122 -18 -3.14
-26 1.8 0 0 0 0 -22 06 52 -18 -04 -06
18 -314 O 0 0 0 -06 122 -18 628 06 -4.36
-44 0 0 0 0 0 -26 18 -04 06 104 0
0 2.44 0 0 0 0 -18 -314 -06 -436 O 12.56 |

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

B B AVs Av, Av;
Verschiebungen U 0.204 u) u) u)
vy —-0.344 5 4 3
u, 0.080 1V © 1 @ 1v.
v, | |-1.613 8 i 5 9
u; | | 1.088 ®
Vv —-1.635
K-u=F u=| ° .103m
— = = U, 0.936
v, | |-0.429 [ —
Us 0.818
Vi 0.302
Uy 0.260
Vg 0.237 |
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Elementspannungen

Elementspannungen werden aus den Knotenverschiebungen ermittelt.

Beispiel: Element 1, Punkt 3 (lokale Koordinaten x=2.5, y=2 mit a=5, b=4): - =
0.204

- 0.344
0.08
00 0 0 0.2 0 -02 O . 1 02 O 1613
B=|00 0 -025 0 025 0 0 D=3125.10' |02 1 0O u®)_ _1'088
0O 0 -0.25 0 0.25 0.2 0 -0.2 0 0O 04 '
-1.635
0.936
915.3 | - 0.429 |
(e) kN
c=D-B-u g = 18.1 | —
2
1375 ) M
Auskragende Wandscheibe Dehnungen
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 40
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Elementspannungen

D64 ve0l¥oo: 002 E\ 02 072 014
052 0,48
0.18 0 0,05 040 0,38
; 044
- 0,25 -0.48/7|-0.82 0,82 074|083 033 | 089 002
D,DE -D,EB // —|:||Ei4
o 275 O
037 -0,54 X 1,85
: 9 B0

[MN/m?]

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Knotenspannungen

054 060
0,18

Knotenspannungen werden durch Mittelung der
Elementspannungen der mit dem Knoten
verbundenen Elemente berechnet.

Beispiel: o, am Knoten 4

(0,60 + 0,82)/2 = 0.71 MN/m2

[MN/m?]

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik 01/23
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Berechnung mit verschiedenen Elementnetzen

FE-Modell 2 (grob) FE-Modell 3 (grob-mittel) FE model 4 (mittel-fein)

FE model 5 (sehr fein)

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
Finite Elemente in der Baustatik
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Stresses in section | - | [MN/m?2]

B

model 1
model 2
model 3
model 4
model 5

B | C

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Knotenspannungen FE- Modell* 1 2 3 4 5

FE- GroRe 5.000/ 2.500/ 1.250/ 0.625/ 0.3125/

40 kN/m 500 kN e,/ e, [m] 4.000 2.000 1.000 0.500 0.250
P FTETLTS 4 PunktA o, -0.761 -1.458 -2.414 -3.560 -5.041
B | C s, -1.440 -2.178 3134 -4.310 5.847

: § Ty 0.289 0.508 0.996 1.652 2.483

Al D PunktB o, 0.707 1.490 2.117 2.397 2.494

S 5, -0.502 -0.320 -0.106 -0.063 -0.069

s Ty 0.135 -0.022 -0.009 0.000 0.002

- PunktC o, 0.915 0.639 0.412 0.605 1.190

5.00 5.00

5, 0.018 -0.980 -2.507 -5.068 -10.043

Ty -0.137 0.345 0.666 1.228 2.422

: -1.64 -2.16 -2.50 -2.69 -2.80

* Spannungen in [MN/m?2], Ve
Verschiebungen in [mm], Vo -1,61 -2,06 -2,35 -2,48 -2,53
Langen in [m]

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 45
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

> Konvergenzverhalten

Referenzwerte (fur Bezugswert ,1%)
(L6ésungen von Netz 5):

40 kN/m 500 kN | OA-X — 5041MN/m2
'EEEEEETA
S 0, = 2.494 MN/m?
b Oc_, =10.043 MN/m?2
Vo =2.53mm

Ve =2.80mm

Konvergenz: Vp.,, Vc.y, Ogy Divergenz: Oc,, O,

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 16
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Schlussfolgerungen

Die Zugspannung o, in Punkt B konvergeirt zu einem Wert von 2.5 MN/m?2.

Eine ausreichende Genauigkeit im Schnitt | - | erhalt man mit mindestens 6-8 Elementen
Uber die Lange des Schnitts.

An einzelnen Punkten wie z.B. im Punkt A (einspringende Ecke), Punkt C (Punktlast)
steiegen die Spannungen bei Netzverfeinderung kontinuierlich an, d.h. sie konvergieren
nicht! Dies weist auf eine Singularitat im Tragwerksmodell hin. Die Verschiebung unter der

Punktlast weist ebenfalls eine Singularitat auf ( V5 in Punkt C).

Die an den Knotenpunkten durch Mittelung der Elementspannungen erhaltenen Werte
weisen eine hohere Genauigkeit als die einzelnen Elementspannungen auf.

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 47
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EinfUhrung
Stabtragwerke
3 Flachentragwerke
Modellbildung
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Steifigkeitsmatrix des rechteckférmigen Scheibenelements

b/2  b/2

mit
T_VA; T_V:, Kyy = Ksz = Kes = Kz =4bla+2(1-ux)alb
® ¥4 o> Us Koo = Kas = Kgg = Keg =4alb+2(1-u)bla
. A " Kip = Kg7 = Kag = Ksg =3/2(1+u)
T—»xu ki3 = K- = -4b/a+(1-u)alb
Tli v Kig = Ko7 = ksg = Kag =-3/2(1-3pu)
by . U Kis = Kg7 = -2b/a-(1-u)alb
a2 | a2 Kig = Kos = Krg = Kgy =-3/2(1+u)
i ) K7 = Kgs =2b/a-2(1-u)alb
y Kig = Koz = Koz = Kys =3/2(1-3u)
Koy = Kegg =2al/b-2(1-u)b/a
Kog = Kyg = -2al/b-(1-u)b/a
Kog = Kyg = -4alb+(1-u)b/a

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

Ansatzfunktionen

111
T4 22 20 ap
11, 11

N, -

=4 02" 20° ab Y

L1 1

422" opY Tan Y
111
Xy

N, = X+
"4 22" 2b° ab

|N(xy

ul] [N, 0 N, O N; O N,
|0 N, O N, O N, O

7 o7 LT

0
N,

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

b/2 | b/2

Elementspannungen

g:Q°B°ge

- E .
T (1-p?)-2-a-b
n-((2-x=a)-(vy—V,)+(2-x+a) (v, +V;3))]

[(2-y—=D0)-(u—uy) +(2-y +D)-(Us —u,) +

0 = e gy (@YD) -0,) 2y 4D)- (0 -u)
(2-x-a)-(v;—Vv,)+(2-x+a) - (-v, +V3)]
E

T [(2-y =b)- (v =Vy) +(2-y +D0)- (Vs —v,) +

Y 4.(1+p)-a-b
(2-x—a)-(u —u,)+(2-x+a)-(u; —u,)]

J

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 51
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

AuRere Arbeit

der Elementknotenkrafte:

4 3
t Y,V -
= X, U =5
tvl 3 ’ T 1z Fa
Uy U W — T =
i 2 Wa=Uu, F, y1
: : |:x2
Virtuelle Verschiebungen
- F
G V. G V. O V. G V.1l ¥
AF,, Fys Wa = [U1 Vi U V, Ug V3 U, V4]' £
‘_>Fx4 Fx3 X3
4 3 F
. -
I:yl X Fy2 F
I:xl I:x2 x4
1® 2 Fy4
Reale Krafte - J
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 52
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

49 T_V:’ g Wa:geTEe Wi:geT°tI5T-[_)-5 dx dyog

x,ul _

Y, Y
L W= W,
1@ 2
Virtuelle Verschiebungen ‘t jBTD ‘B dX dy .ue :‘. Fe

AFy, AR . : : ) —
Gilt far alle virtuelle Verschiebungszustande U
I:x4 F 3
4.—_>

X =€
3 >
t,
I:yl X Fy2
I:xl I:x2

T
- t-[B B dx dy -u, = F,
Reale Krafte

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

L ©

" b/2 | b/2

Elementverschiebungen

AVy T V3 QZN'Qe
u
4._> 5 .3 Us
tV,V 1 1
" X,U vy u(x,y) = Z(u1+u2+u3+u4)+ x.z—a(—u1+u2+u3—u4)+
‘ .Ul U, 1
1. .2 yz—b(—ul—U2+U3+U4)+X-y-—b(U1—U2+U3—U4)
» a/2 =l|< a/2 a
a

1 1
V(X,Y) :Z(V1+V2 +V, +v4)+x-£(—v1+v2 +Vy =V )+

1
Yo (Ve V2 # Vg +V XY~ (Vi =V, + Vg = V)

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 54
Finite Elemente in der Baustatik 01/23



3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

L ©

" b/2 | b/2

Elementverschiebungen

AVy T V3 QZN'Qe
u
4._> 5 .3 Us
tV,V 1 1
" X,U vy u(x,y) = Z(u1+u2+u3+u4)+ x.z—a(—u1+u2+u3—u4)+
‘ .Ul U, 1
1. .2 yz—b(—ul—U2+U3+U4)+X-y-—b(U1—U2+U3—U4)
» a/2 =l|< a/2 a
a

1 1
V(X,Y) :Z(V1+V2 +V, +v4)+x-£(—v1+v2 +Vy =V )+

1
Yo (Ve V2 # Vg +V XY~ (Vi =V, + Vg = V)

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 55
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Dehnungen
0
_ - v,
du oN g AN, ANy ON, o [
€, o X X dX X dX 2
ol ey Ll g aN g aN, g Ny o AN, ||V,
’ y ay oy oy oy | |Us
Yy du dv| [N, dN, 9N, N, dN; N, AN, N, ||y,
dy ox | | dy oJx 9y dXx ay d X ay oX | u,
[ Va
£ = B U N
Vi
u
£, . 2y-b 0 —2y+b 0 2y+b 0 -2y-b 0 V2
g, |==——| 0 2x-a 0 -2x-a 0 2x+a 0 —2x+al-| °
2ab Us
Yy 2X—a 2y-b -2x—-a -2y+b 2x+a 2y+b -2x+a -2y-Db v,
Uy
Vi) &
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle 56
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Steifigkeitsmatrix des rechteckférmigen Scheibenelements

ERN G T T T
(o I e T T
L

© © © © Iee) 0 oe) o)
i N ™ < o © ~ ©
X N~ ¥ N~ ¥ X X X

~ N~ ~ N~ N~ N~ ~ ~
— N ™ < Te) © ~ o
X ¥ X X X XX N~ X
© © © © © © © ©

— N ™ < Lo (o] N~ o]

Lo Lo Lo Lo Lo Lo Lo Lo
I N ™ < Te} © ~ oo}
X ¥ XX N~ ¥ X X X

< < < < < < < <
i N ™ < Lo © N~ ©
X ¥ X N~ X X X X
™ ™ ) ™ ™ ™ ™ ™
i N ™ < Lo © N~ 0
X X X N ¥ X X X
o~ o N N o o o~ N
i o~ ™ < Lo © N~ ©
X ¥ X N~ XX X X X

— — — i — — — —

i o~ ™ < Lo © N~ ©
X N~ N N~ N N~ N~ X
|

~
AN

o

..I._Ul 5 =

wi a2 >

(98] N

(q\] ® ®
—

>le
>

1@

/g

Z/q
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement fur Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

40 kN/m 500 kN
YYVYVYVYY YYVVYVYVY Avs AV, Av;
B> C > > >
: . 5 4 Usg Ug Us
| 3 ® Ay, @ Ay, ® Av,
Al D > P> >
B | 6 1 Ug U U;
B o
g ®
7 8
N VA U AN
X
| 500 |, 500 |
| | 1
Tragwerksmodell FE-Modell (sehr grob)
J
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

AVy V3
> U ‘ . . : :
X . = 93" Us Bilineare Ansatzfunktion der Verschiebungen:
t &)
U= a; +oyXx+ozy-+ @
VvV XU VvV bilinearer Term
T 1 " T 2 V= Ry + ByX + By + B,xy
1 U, _
1@ s, a,
a;
u(x,y), v(x,y) ] N_F Xy xx 000 0]]|a,
y Uj vl |0 00 0 1 x vy xy||B
X A 1
1 2 Bz
u(x,y) 5
u=N, a .
Ansatzfunktion flr U L4
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen der Verschiebungen

Ansatzfunktionen

111
T4 22 20 ap
11, 11

N, -

=4 02" 20° ab Y

L1 1

422" opY Tan Y
111
Xy

N, = X+
"4 22" 2b° ab

ul] [N, 0 N, 0 N, 0 N, O
vl [0 N, O N, O N, O N,

T L7 [T T
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

Spannungen
Dehnungsvektor § — 5 . ue
c=D-¢

Hooksches Gesetz

Spannungsvektor

mit D —

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
Rechteckelement flir Scheiben

b/2 | b/2

Elementspannungen

g:Q°B°ge

E
o, = 5 :
(1-p°)-2-a-b
n-((2-x=a)-(vy—Vv,)+(2-x+a)-(-v, +V3))]

[(2-y—=D0)-(u—uy) +(2-y +D)-(Us —u,) +

E
Oy =(1_H2)_2.a.b-[u-((2-y—b)-(u1—u2)+(2-y+b)-(u3—u4))+

(2-x-a)-(v;—Vv,)+(2-x+a) - (-v, +V3)]
E
Y 4.(1+p)-a-b

[(2-y =b)- (v =Vy) +(2-y +D0)- (Vs —v,) +

T

(2-x-a)-(up—u,)+(2-x+a)-(u; —u,)]

J
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement fur Scheiben

Ansatzfunktionen des rechteckformigen Scheibenelements und daraus
hergeleitete Spannungen

Ansatzfunktionen

us v
Ua Va '
3 u(XIY)I V(le) 3
U y V1
L X 2
1 2 1
u(x,y) v(x,y)

bilineare Funktionen

Aus den Ansatzfunktionen abgeleitete Spannungen fur 4 =0 -
'y konstant in x-Richtung
Gy 3=Cy Txv4 a3 linear in y-Richtung
O'y konstant in y-Richtung
TX“ Txyz linear in x-Richtung
J
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3 Flachentragwerke / 3.3 Scheiben
echteckelement flir Scheiben

Beis

C q=1MN/m

piel: Auskragende Wandscheibe

s

Y YYYVYYYYYTVYTVYGYYL

N
i

M= G12/8 = 13.002/8 =

10,0 m

W =th?6=0.5"10%/6

b

m IN N |
k___

|‘

C ——

13.0m

« »

E =3,0+10" [kN/m*]
u=00
t =0,5[m]

|
| Opy =+-M/W=+-21125/8.33=

21.13 MNm

8.33 m3

2.50 MN/m?

Bei dem Spannungswert von + /- 2.5 MN/m? der

Biegebalkentheorie wird ein linearer
Spannungsverlauf vorausgesetzt.

Vergleich mit der Theorie des Biegebalkens

Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle
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