
Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
1

Einführung

Stabtragwerke

3 Flächentragwerke 

Modellbildung

Finite Elemente 

in der Baustatik



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
2

Diskretisierung einer Scheibe in Finite Elemente

Finites Element

Rechteckelement für Scheiben

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
3

Freiheitsgrade und Elementkräfte

ElementkräfteVerschiebungen

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
4

Ansatzfunktionen der Verschiebungen
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Bilineare Ansatzfuntionen:

bilinearer Term

Ansatzfunktion für u

u = α1 + α2·x + α3·y + α4·x·y

v =  ß1 + ß2·x + ß3·y + ß4·x·y

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
5

Knotenpunktverschiebungen

Knoten 1:

u1 =  α1 + α2·(-a/2) + α3·(-b/2) + α4·(-a/2)·(-b/2),

v1 =  ß1 + ß2·(-a/2) + ß3·(-b/2) + ß4·(-a/2)·(-b/2),

Knoten 2:

u2 =  α1 + α 2·( a/2) + α 3·(-b/2)+ α 4·( a/2)·(-b/2),

v2 =  ß1 + ß2·( a/2)  + ß3·(-b/2) + ß4·( a/2)·(-b/2),

Knoten 3:

u3 =  α1 + α2·( a/2)  + α3·( b/2)  + α4·( a/2)·( b/2),

v3 =  ß1 + ß2·( a/2)  + ß3·( b/2)  + ß4·( a/2)·( b/2),

Knoten 4:

u4 =  α1 + α2·(-a/2)  + α3·( b/2)  + α4·(-a/2)·( b/2)

v4 =  ß1 + ß2·(-a/2)  + ß3·( b/2)  + ß4·(-a/2)·( b/2).

Die Parameter α1-α4 und ß1-ß4 werden ausgedrückt 

durch die Knotenpunktverschiebungen  u1, v1 bis u4 , v4 . 
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ea uANu =

oder

aNu a =

Verschiebungen u, ausgedrückt durch a

a =       A · u e

a, ausgedrückt durch die Knotenverschiebungen ue

euNu =
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Elementverschiebungen
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Dehnungen
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Spannungen
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euBD =

Dehnungen
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Ansatzfunktionen des rechteckförmigen Scheibenlements und

daraus abgeleitete Spannungen

Ansatzfunktionen

bilineare Funktionen

für             :

konstant in x-Richtung 

linear in y-Richtung

konstant in y-Richtung 

linear in x-Richtung

0=

x


y


Spannungsverläufe - abgeleitet aus den Ansatzfunktionen
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Elementspannungen

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
15

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

euB = TT

e

T
Bu =

dydxtW
T

i = 

dydxuBDButW e

TT

ei = 

e

TT

ei udydxBDBtuW = 

Prinzip der virtuellen Arbeit:

Innere Arbeit:

ai WW =

euBDD ==
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Äußere Arbeit

Geleistet von den Element-Knotenkräften:

Virtuelle Verschiebungen

Reale Kräfte
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Dies gilt für beliebige virtuelle Verschiebungszustände eu

ee

T
FudydxBDBt = 

( )
ee

e
FuK =

( )
 = dydxBDBtK

Te

Virtuelle Verschiebungen
e

T

ee

TT

e FuudydxBDBtu = 

Reale Kräfte

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben

Prinzip der virtuellen Verschiebungen



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
18

Steifigkeitsmatrix des Rechteck-Scheibenelements
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Elementspannungen
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Beispiel: Scheibenelement mit einem einzigen Freiheitsgrad

( )
( ) 








−+

−


=

b

a
12

a

b
4

112

tE
k

255 ( )
( ) 








−+

−


=

0.5

1.0
0.212

1.0

0.5
4

0.2112

0.2103
2

7

u3 = Fx3 / k55 = 1000 / 2.7 ·106 =  3.69 ·10-4 [m]

Aus der Steifigkeitsmatrix:    k55 · u3 = Fx3 mit:

= 2.70·106 [kN/m]
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Ergebnis:

Festhaltekräfte in [kN]
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Festhaltekräfte in [kN]

Die Elementkräfte erfüllen die Gleichgewichtsbedingungen! 
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Beispiel:  Wandscheibe

Balkentheorie
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Spannungen bei einer 2x2 FE-Diskretisierung Ansatzfunktionen
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Ergebnisse:

σx, Mitte, oben σ x, Mitte, unten σy, Lage * W Mitte, unten*

2x2 -0,4 1,6 -5,0 -1,22·10-5

4x4 -1,1 4,3 -10,0 -1,76·10-5

8x8 -1,6 4,2 -20,0 -2,40·10-5

16x16 -1,8 4,2 -40,9  -3,05·10-5

32x32 -1,8 4,3 -80,8 -3,69·10-5
* Werte sind wegen der 

Singularität nicht 

physikalisch sinnvoll !

σx, Mitte, oben and σx, Mitte, unten  konvergieren bei Netzverfeinerung zu einem konstanten Wert.

Spannungen sind verlässlich für eine 8x8-Diskretisierung sowie für feinere Netze.

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben

Beispiel:  Wandscheibe



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
27

Konvergenz am Punktlager:

Am Lager nimmt σy bei einer Netzverfeinerung kontinuerlich zu:

5 →10 → 20….

Dies deutet auf eine Spannungssingularität hin. 

Die berechneten Spannungswerte sind physikalisch sinnlos!

Ursache

Am Punktlager ist: a → 0 

Die FE-Spannungen nähern sich bei Netzverfeinerung 

dem Wert ∞  an. 

Weitere Singularitäten im Modell:

- Schubspannungen am Lager.

- Vertikale Verschiebungen am Lager

ta
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y
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t
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Elementlasten

Äquivalente Knotenkräfte für Elementlasten

ÄQUIVALENTE KNOTENLASTENELEMENTLASTÄQUIVALENTE KNOTENLASTENELEMENTLAST
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4 x 4 Elemente

Schnitt B-B

Schnitt A-A

Schnitt C-C
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4.3 -2.7
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-10.0Spannungen für die 4x4-Diskretisierung
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x
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Die zu einer Elementlast äquivalenten Knotenkräfte sind

diejenigen Kräfte, die mit den virtuellen Knoten-

verschiebungen dieselbe (virtuelle äußere) Arbeit leisten

wie die Elementlasten mit den ihnen entsprechenden

virtuellen Verschiebungen.

Elementlast   Äquivalente Knotenkräfte
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Ansatzfunktion der Verschiebungen
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3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben

Elementlasten

Flächenlast py



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
30

dydxpNuFu
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Äußere Arbeit
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Beispiel

Belastung des oberen Randes

des elements durch in x- und y-

Richtung linear veränderliche

Linienlasten.

ÄQUIVALENTE KNOTENLASTENELEMENTLASTÄQUIVALENTE KNOTENLASTENELEMENTLAST
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Elementlast Äquivalente Knotenkräfte

Linienlasten
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Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Tragwerksmodell                       FE-Modell (sehr grob)

Steifigkeitsmatrix
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Elementsteifigkeitsmatrix 
a = 5 m, b = 4 m, t = 0.4 m, E = 3.107 kN/m2 und  = 0.2:































−−−−

−−−−−

−−−−

−−−−−

−−−−

−−−−−

−−−−

−−−−−

=

6.281.81.220.63.141.84.360.6

1.85.20.62.21.82.60.60.4

1.220.66.281.84.360.63.141.8

0.62.21.85.20.60.41.82.6

3.141.84.360.66.281.81.220.6

1.82.60.60.41.85.20.62.2

4.360.63.141.81.220.66.281.8

0.60.41.82.60.62.21.85.2

101.042 6(e)
K
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SteifigkeitsmatrixElemente der Steifigkeitsmatrix

Systemsteifigkeitsmatrix

84.1810042.1)28.628.628.6(10042.1kkkk 66)3Element(
6,6

)2Element(
4,4

)1Element(
2,2

)ges(
2,2 =++=++=
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)72.8(10042.1))36.4(36.4(10042.1kkk 66)2Element(
6,4

)1Element(
8,2

)ges(
8,2 −=−+−=+=

SteifigkeitsmatrixElemente der Steifigkeitsmatrix
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Ermittlung des Lastvektors, 

Beispiel: Freiheisgrad v3

kN600500
2

540
F

2

q
Fy,3 −=−


−=+


=
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m10
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Verschiebungen
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2m

kN

137.5

18.1

915.3

σ
(e)

uBDσ
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Elementspannungen
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0.429

0.936

1.635

1.088

1.613

0.08

0.344

0.204

(e)
u

0.400

010.2

00.21
7

103.125D

0.200.20.2500.2500

000.2500.25000

00.200.20000

B

Elementspannungen werden aus den Knotenverschiebungen ermittelt.

Beispiel: Element 1, Punkt 3 (lokale Koordinaten x=2.5, y=2  mit a=5, b=4):

DehnungenAuskragende Wandscheibe
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[MN/m²]

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe

Elementspannungen



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
42

[MN/m²]

Knotenspannungen werden durch Mittelung der

Elementspannungen der mit dem Knoten 

verbundenen Elemente berechnet.

Beispiel: x am Knoten 4

(0,60 + 0,82)/2 = 0.71 MN/m2

Knoten 4
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Berechnung mit verschiedenen Elementnetzen

FE-Modell 2 (grob)

FE-Modell 4 (mittel-fein)

FE-Modell 3 (grob-mittel)

FE-Modell 5 (sehr fein)

FE-Modell 2 (grob)

FE-Modell 4 (mittel-fein)

FE-Modell 3 (grob-mittel)

FE-Modell 5 (sehr fein)FE-Modell 2 (grob)

FE-Modell 4 (mittel-fein)

FE-Modell 3 (grob-mittel)

FE-Modell 5 (sehr fein)

FE-Modell 5 (sehr fein)

FE-Modell 3 (grob-mittel)

FE-Modell 4 (mittel-fein)

FE-Modell 2 (grob)

FE-Modell 2 (grob) FE-Modell 3 (grob-mittel) FE model 4 (mittel-fein) FE model 5 (sehr fein)
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xσ yσ xyτ

model 1

model 2

model 3

model 4

model 5

Stresses in section I - I  [MN/m²]

A

B

B

A

I
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C
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3

1 2

345
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* Spannungen in [MN/m2],

Verschiebungen in [mm],

Längen in [m]

FE- Modell* 1 2 3 4 5

FE- Größe 

ex / ey [m]

5.000/

4.000

2.500/

2.000

1.250/

1.000

0.625/

0.500

0.3125/

0.250

Punkt A x -0.761 -1.458 -2.414 -3.560 -5.041

y -1.440 -2.178 -3.134 -4.310 -5.847

xy 0.289 0.508 0.996 1.652 2.483

Punkt B      x 0.707 1.490 2.117 2.397 2.494

y -0.502 -0.320 -0.106 -0.063 -0.069

xy 0.135 -0.022 -0.009 0.000 0.002

Punkt C      x 0.915 0.639 0.412 0.605 1.190

y 0.018 -0.980 -2.507 -5.068 -10.043

xy -0.137 0.345 0.666 1.228 2.422

vC -1.64 -2.16 -2.50 -2.69 -2.80

vD -1,61 -2,06 -2,35 -2,48 -2,53

Knotenspannungen
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Referenzwerte (für Bezugswert „1“)

(Lösungen von Netz 5 ):  

5.041MN/m²σ x-A =

MN/m²2.494σ xB =−

MN/m²10.043σ yC =−

mm2.53vD =

Konvergenzverhalten

Konvergenz: vD-y, vC-y, σB-x Divergenz: σC-y, σA-x

mm2.80v  C =

´

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8vD


B


A


C_y

vC

nel
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Schlussfolgerungen

• Die Zugspannung x in Punkt  B konvergeirt zu einem Wert von 2.5 MN/m2.

• Eine ausreichende Genauigkeit im Schnitt I - I erhält man mit mindestens 6-8 Elementen 

über die Länge des Schnitts.

• An einzelnen Punkten wie z.B. im Punkt A (einspringende Ecke), Punkt C (Punktlast) 

steiegen die Spannungen bei Netzverfeinderung kontinuierlich an, d.h. sie konvergieren 

nicht!  Dies weist auf eine Singularität im Tragwerksmodell hin. Die Verschiebung unter der

Punktlast weist ebenfalls eine Singularität auf ( v3 in Punkt C).

• Die an den Knotenpunkten durch Mittelung der Elementspannungen erhaltenen Werte 

weisen eine höhere Genauigkeit als die einzelnen Elementspannungen auf.  

Rechteckelement für Scheiben

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Beispiel: Auskragende Wandscheibe



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
48

Ende

Einführung

Stabtragwerke

3 Flächentragwerke 

Modellbildung
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Steifigkeitsmatrix des rechteckförmigen Scheibenelements                    

mit

k11 = k33 = k55 =  k77 =  4 b / a + 2 (1 - μ) a / b

k22 = k44 = k66 =  k88 =  4 a / b + 2 (1 - μ ) b / a

k12 = k47 = k38 =  k56 =  3 / 2 (1 + μ )

k13 = k57 =  -4 b / a + (1 - μ ) a / b

k14 = k27 = k58 =  k36 =  -3 / 2 (1 - 3 μ ) 

k15 = k37 =  -2 b / a - (1 - μ ) a / b

k16 = k25 = k78 =  k34 =  -3 / 2 (1 + μ ) 

k17 = k35 =  2 b / a - 2 (1 - μ ) a / b

k18 = k23 = k67 =  k45 =  3 / 2 (1 - 3 μ )

k24 = k68 =  2 a / b - 2 (1 - μ ) b / a

k26 = k48 =  -2 a / b - (1 - μ ) b / a

k28 = k46 =  -4 a / b + (1 - μ ) b / a 

Rechteckelement für Scheiben
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Ansatzfunktionen 

Ansatzfunktionen der Verschiebungen
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Elementspannungen
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Äußere Arbeit

der Elementknotenkräfte:

Virtuelle Verschiebungen

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Reale Kräfte
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e
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TT

ei udydxBDBtuW = 

Gilt für alle virtuelle Verschiebungszustände eu
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Reale Kräfte
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Elementverschiebungen
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Dehnungen



























































=

























+

=

















4

4

3

3

2

2

1

1

44332211

4321

4321

xy

y

x

v

u

v

u

v

u

v

u

x

N

y

N

x

N

y

N

x

N

y

N

x

N

y

N
y

N
0

y

N
0

y

N
0

y

N
0

0
x

N
0

x

N
0

x

N
0

x

N

x

v

y

u
y

v
x

u

γ

ε

ε

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
 ∂

∂

 ∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂

∂



















































−−+−+++−−−−−

+−+−−−

−−++−−

=

















4

4

3

3

2

2

1

1

xy

y

x

v

u

v

u

v

u

v

u

b2ya2xb2ya2xb2ya2xb2ya2x

a2x0a2x0a2x0a2x0

0b2y0b2y0b2y0b2y

2ab

1

γ

ε

ε

ε =         B · ue

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
57

































=



































































−



4

4

3

3

2

2

1

1

4

4

3

3

2

2

1

1

8887868584838281

7877767574737271

6867666564636261

5857565554535251

4847464544434241

3837363534333231

2827262524232221

1817161514131211

2 )1(12

y

x

y

x

y

x

y

x

F

F

F

F

F

F

F

F

v

u

v

u

v

u

v

u

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

tE



( )
ee

e
FuK =

3 Flächentragwerke / 3.3 Scheiben

Rechteckelement für Scheiben

Steifigkeitsmatrix des rechteckförmigen Scheibenelements                    



Prof. Dr.-Ing. Horst Werkle

Finite Elemente in der Baustatik 01/23
58

Tragwerksmodell               FE-Modell (sehr grob)
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Bilineare Ansatzfunktion der Verschiebungen:

bilinearer Term

Ansatzfunktion für u

u = α1 + α2·x + α3·y + α4·x·y

v =  ß1 + ß2·x + ß3·y + ß4·x·y
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Ansatzfunktionen 
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Spannungen

= D

euB =

euBD =

Dehnungsvektor

Hooksches Gesetz

Spannungsvektor
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Ansatzfunktionen des rechteckförmigen Scheibenelements und daraus

hergeleitete Spannungen

bilineare Funktionen

für             :

konstant in x-Richtung 

linear in y-Richtung

konstant in y-Richtung 

linear in x-Richtung

0=

x


y


Ansatzfunktionen

Aus den Ansatzfunktionen abgeleitete Spannungen
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C

C q = 10 kN/m

B B

A A

1
0

,0

Abmessungen in [m]

    = 0,5 [m]

    = 0,0

E = 3,0  10  [kN/m  ]

t



7 2

Vergleich mit der Theorie des Biegebalkens

Mmax= ql2/8 = 13.002/8        = 21.13 MNm

W     = t h2/6 = 0.5 · 102 / 6    =   8.33 m3

σo,u = + - M / W = + - 21.125 / 8.33 =   2.50 MN/m2

Bei dem Spannungswert von + /- 2.5 MN/m2 der 

Biegebalkentheorie wird ein linearer 

Spannungsverlauf vorausgesetzt.
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