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UBERTRAGUNGSMATRIZENVERFAHREN

1 Einfiihrung

Das Verfahren der Ubertragungsmatrizen ist ein elektronisches Berechnungsverfahren, das
speziell zur Ermittlung der SchnittgroBen, Biegelinien und EinfluBlinien von Durchlauftrigern
entwickelt wurde. Es geht auf die Arbeiten von Falk [1] (dort als 'Reduktionsverfahren’
bezeichnet) zurilick. Programme zur Berechnung von Durchlauftrigern werden meistens nach dem
Ubertragungsmatrizenverfahren programmiert. Das Verfahren wird auch auf Platten und Schalen
sowie fiir dynamische Berechnungen angewandt. Wesentlich fiir die Anwendbarkeit ist, da die
zu berechnende Struktur topologisch eindimensional, d.h. nicht ringférmig geschlossen ist.
'Verzweigungen' der Struktur, z.B. in einen Triger einmiindende Stibe (unverschieblicher
Rahmen) konnen hingegen im Prinzip behandelt werden.

Fiir Ubertragungsmatrizenverfahren geeignet:
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Das Ubertragungsmatrizenverfahren zeichnet sich durch seinen leicht schematisierbaren
Rechenablauf und durch die geringe Grofe des zu losenden Gleichungssystems aus. Diese ist
unabhdngig von der GroBe des zu berechnenden Systems. Die topologische Eindimensionalitit
des Systems wird also bereits bei der Formulierung der Methode beriicksichtigt. Das Verfahren
wird dadurch sehr iibersichtlich und leicht programmierbar.

Im folgenden wird das Verfahren ausschliellich fiir Durchlauftriger behandelt.

2 Ubertragungsmatrix des Biegebalkens

Beim Ubertragungsmatrizenverfahren teilt man den Triger in Abschnitte und zwischen den
Abschnitten liegende Punkte ein.
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Die SchnitigroBen und Verformungen des Trigers an einer bestimmten Stelle faBt man zum
Zustandsvektor Z zusammen. Beim ebenen Biegebalken hat der Zustandsvektor die Form:
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w
2= |9 (1)
M
Q
mit w = Durchbiegung (nach unten positiv)
w = Drehwinkel (rechtsdrehend positiv)
M = Biegemoment (Faserdefinition)
Q = Querkraft (Faserdefinition)

Die Ubertragungsmatrix gibt nun den Zusammenhang zwischen den Zustandsvektoren am linken
und rechten Rand eines Abschnitts an, also:

Z, =A-Z+L ¥y
mit Zr = Zustandsvektor am rechten Abschnittsrand

Z, = Zustandsvektor am linken Abschnittsrand

A = Ubertragungsmatrix

L = Lastvektor

Zur Herleitung der Ubertragungsmatrix des Biegebalkens geht man von dessen

Differentialgleichungssystem aus:
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mit

dw

dx

dy

dx

dx

doQ

dx

=y
1

= - ———— +« M

E-I
= Q
=-49qg
q(x) = Streckenlast
Qkx) = Querkraft
M(x) = Biegemoment
p(x) = Biegewinkel
E-I = Biegesteifigkeit

(3)

Fiir einen gegebenen Verlauf der Streckenlast q(x) und ein abschnittsweise konstantes E-I erhilt
man die SchnittgroBen und Verformungen des Balkens durch direkte Integration zu:

Q(x)

M(x)

(%)

1
- J qdx = Cq - Jq dx
0
1
J Qdx = Cy + Cy-x - qu dx?2
0]
M “
= — dx =
E-I
1
X x?2 1
Cy - Cyr— - C +
E-I 2°E-I E-I
0

(4a)

(4b)

(4c)
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w(X)

Jtp
dx =

1
x2 %3 1
=C, + Ch*x = C, - Cy + q dx2 dx:? (44)
4 3 2 2°E-I 1 6°E-I E-I
0

Die Integrationskonstanten C; bis C4 lassen sich durch die Schnittgrofen und
Verschiebungsgrofen am linken Abschnittsrand, an dem x=0 gilt, ersetzen. Beispielsweise erhlt
man aus Gl. (4a) mit Q(x=0)=Q: C{=Q,. Durch Einsetzen von M(x=0)=M], p(x=0)=¢,
und w(x=0)=w; in die Gl'n (4a-c) ergibt sich:

€1 =9Q
C =M
G =¢
Cy =w

Damit erhidlt man mit Gl. (4) fiir einen Abschnitt der Lange 1, d.h. fir x=1, die Zustandsgréfien
am rechten Abschnittrand zu:

1l
Q. = o - Jq dx
0
1
M, = My + Q-1 - I}q dx?
0
1
1 1z 1
Y, = ., P - Mye— -Q + q dx2dx
r 1 1 E-I 1 2°E-I E-I
0
(5)
1
12 13 1 \
Wr = Wl + ‘pl‘l - Ml' - Ql' + q ddeXZ
2°E-I 6-E-1 E-I

0
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oder in Matrizenschreibweise:

- - - 3 - — - - -
—12 1 1
Wy 1 1 Wy — gdx2dx?
2‘E‘I 6°-E-I E-I J]]
’l — lz l rCrrr
/% 0 1 2 _ qdx2dx
= E-I 2:E-I |- + |E-I J]]
o
M. 0 o0 1 1 M, - JJquz (6)
Q. 0 o 0 1 Q - |gdx
bzw
z, = A CoZ o+ L (7

Die Matrix A ist die Ubertragungsmatrix des Stababschnitts, der Vektor L enthilt die Lastterme.
Man erhdlt den Lastvektor L durch Integration der Streckenlast {iber die Abschnittsldnge.
Beispielsweise ergibt sich fiir eine konstante Streckenlast qg:

1 1
- J q dx = - qO.X = - qoul
0 0]
1l 1
1 1
- q dx2= - q-x dx= - -.qo.xz = - —.qoolz
2 2
0 0
1l 1
1 1 1 5 1 1 1
—— q dx3= S -+g-X dx= .—.qo.x3 = -q0.13
E-I E-I) 2 E-I 6 6-E-I
o v ! 4 0
1 1
1 1 1 1 1 1
— q dx4= —_— —.q.x3 dx= ...__-___...qo-x4 = .q0.14
E-I E-I) 6 E-I 24 24-E-1
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Damit lautet der Lastvektor nach Gl. (6) fir eine konstante Streckenlast q:

e

24-E-I

q0°14

qo°13
6-E-I

q0.12

2

- qool

X (8a)

i

Bei trapezformiger Belastung erhdlt man den Lastvektor zu:

[

(4-q; + qp)-1*

120-E-I

(3-q; + qp)-1°

24+E-1

(2.ql + qr) <12

6

2

TTTLL] e

X (8b)

;
v




Ubertragungsmatrizenverfahren Seite 8

Im Lastfall Temperatur lautet der Lastvektor:

_ .
_ ErI-ag-Atel
2+h
E-I-ap-At-l _L at=t,-t,
L= - === I (8c)
h ! E'l
0 | l .
0 I |

Treten in einem Abschnitt mehrere Lastarten gleichzeitig auf, so werden die Lastvektoren addiert.

3 Punktvektor und Punktmatrix

An Punkten zwischen einzelnen Trdgerabschnitten konnen Einzelkréfte und -momente angreifen.
Auch eine unstetige Verdnderung von VerschiebungsgroBen, z.B. ein Sprung in der Biegelinie
(als eingepragte Verformung) kann hier definiert werden. Dies ermdglicht die Ermittlung von
EinfluBlinien. Weiterhin koénnen Einzelfedern z.B. fiir eine elastische Stiitzung des Balkens
bertcksichtigt werden. Auflager und Gelenke erfordern jedoch besondere Betrachtungen. Sie
werden deshalb spéter behandelt.

Zundchst wird die Behandlung von Einzellasten, eingeprigten Momenten und eingeprigten

Verformungen betrachtet. Fiir das Gleichgewicht am Punkt sowie die Kompatibilitit der
VerschiebungsgrofBen erhilt man:

|
Qir = Qi1 - Fj uilI . lﬂir
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Mit MY' M;r
Mjr = Mjy + M <t \\; j>

Pir = P51 * Avy =<~

w.’ i
il
Wir

Wip = Wiy * Awj |

Die Verschiebungsgrofen Aw; und Agp; stellen einen “"erzwungenen” Sprung bzw. einen
"erzwungenen” Knick in der Biegelinie dar. Sie werden fiir die Ermittiung der Einflufllinien von
Biegemomenten und Querkréften benétigt.

Faft man diese Gleichungen zu Vektoren zusammen, erhilt man:

Wir Wil Aw;

Pir Yir Ay
= - (9)

Mir Mir My

| er_ i Qir_ i Fiﬁ
Zir = Z;y - 84 (10)

wobei S; den sogenannten Punktvektor darstéllt.
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Bei Federn besteht ein linearer Zusammenhang zwischen einer Kraftgré8e und einer
VerschiebungsgrofBe. Fiir verschiedene Federungsarten erhilt man:

- Verschiebungsfeder:
Fi = ky'wy .Ifi
Qir = Qi1 * Ky'vy - — 0
. w:
I
kw
0, AN
- Verdrehungsfeder:
Ml = kw a1
Mir = Mjy = kKp-oy

- Relativverdrehungsfeder:

S
'_l.
|

Yi1 - Mj/ky

I

Relativverschiebungsfeder:

Wir = Wi1 * Qj/kg

wi = Qj/Kg D'I ko =
|




Ubertragungsmatrizenverfahren Seite 11

Alle Gleichungen werden zur sogenannten Punktmatrix zusammengefaft:

Wir 1 0 0 l/kQ wil
Vir 0 1 -1/ky O Yi1
M, 0 -k(p 1 0 Miq
i Qir_ ] kw 0 0 1 ] Qi1
Z;iy = X . Zi4 (12)
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4 Anfangsvektor

Am Trageranfang kann der Zustandsvektor ganz allgemein in der Form

- . - - - - - - - -
Wo 1 0 0 0
Yo 0 1 0 0
= Wy + Py ‘Mg + *Qq (13)
M, 0 0 1 0
Qg 0 0 0 1

geschrieben werden, wobei die GrofSen wos ©0» MO und QO die Anfangswerte der Komponenten
des Zustandvektors sind.

Von diesen 4 GroéBen sind am Triageranfang immer 2 dem Betrag nach bekannt.

7

/’ x&\\;
w=0 w=0 wi 0
=0 v $0 v#0
M#0 M=0 M=0
Q#0 Q0 Q=0
Man sieht, daB die GroBen
w und Q
und M

einander jeweils paarweise zugeordnet sind und daf von einem Paar jeweils eine Gréfie am
Trégeranfang bekannt, die andere vorldufig unbekannt ist. Im Fall einer Auflagersenkung ergibt
sich beim gelagerten Rand eine Verschiebung w = Wy # 0. In GL. (13) kdnnen nun die
Spaltenvektoren der beiden unbekannten AnfangsgroBen zu einer Matrix zusammengefaBt
werden, z.B. bei einer gelenkigen Lagerung und einer erzwungenen Lagerabsenkung um W
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Wo 1 0 0 0
Yo 0 1 0 0
= wo + Wy + ‘0 + Qg
MO 0 0 1 0
QO 0 0 0 1
o o P
1 0 0
Yo
= . + (13a)
0 © Qo 0
0 1 0
L 4 L

r - r A
W 1 0
= . (13Db)
Mo 0 o0 Yo
Qo 0 0
und fiir eine frete Einspannung
[ w ] [ 0 0 ] [ w ]
0 0]
Yo 0 0 Mo 7
= . + (13c)
M, 1 0 Q 0
Qo 0 1 0
L Y L _J L

W und ) stellen hierbei wiederum erzwungene, d.h. bekannte Auflagerverschiebungen bzw.
-verdrehungen am Trigeranfang dar.
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Der Zustandsvektor am Trigeranfang hat also die allgemeine Form:

wo 211 213 1,

Yo 231 233 Uy 1,
= . + (14a)

My 237 233 up 1,

Qo 241 243 14
Zo = Z ¢ go + Lo (14b)

Darin sind uj und u, die beiden Anfangsunbekannten.

5_Ubertragungsverfahren

Zur Durchfiihrung des Ubertragungsverfahrens stellt man zunichst den Zustandsvektor am linken
Tragerrand nach Gl. (13) auf. Dieser Anfangsvektor wird nun {iber die anschlieBenden
Tragerabschnitte und Punkte "{ibertragen".

Der Anfangsvektor bildet den Zustandsvektor am linken Rand des ersten Abschnitts. Setzt man
ihn in Gl. (6) ein und fiihrt die dort angegebene Matrizenoperation zur "Ubertragung iiber einen
Abschnitt" durch, so erhdlt man den Zustandsvektor am rechten Rand des erstens Abschnitts.
Dieser bildet den Anfangsvektor des folgenden Abschnitts, sofern keine Einzelkrifte zwischen
den Abschnitten wirken oder Einzelfedern vorhanden sind. Einzelkrifte und Einzelfedern werden
durch Anwendung der Ubertragungsbeziehung  Gl. (9) bzw. Gl. (11) beriicksichtigt. Der
Zustandsvektor wird nun durch wiederholte Anwendung der Gl. (6) fiir die Abschnitte und
Gleichungen (9) und (11) fiir die Punkte {iber den Tréger bis zu dessen Ende "iibertragen".

Am Trégerende sind vom Zustandsvektor dhnlich wie am Trigeranfang zwei ZustandsgréBen
bekannt, zwei weitere unbekannt. Man erhélt also ein Gleichungssystem von 4 Gleichungen mit 4
Unbekannten, ndmlich 2 Unbekannte am Trigeranfang und 2 Unbekannte am Trigerende. Die
GroBe des Gleichungssystems ist somit unabhidngig von der Anzahl der Abschnitte. Nach der
Losung des Gleichungssystems sind alle Zustandsgrofen am Trigeranfang bekannt. Der
Ubertragungsprozess wird nun noch einmal mit bekannten Anfangswerten wiederholt. Damit
erhélt man die Zustandsgréfen an allen Abschnittsgrenzen.
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6_Berechnungsbeispiel Einfeldtriger

Die Berechnung der Verschiebungs- und SchnittgroBen wird an dem dargestellten Einfeldtriger
erldutert. Es wird hier mit den E-I-fachen Verformungen gerechnet.
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I gh g
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-Z—a Zb1 —Z-b2 Zc
[ 1 [ ] i ] [ ]
Ya Yp1 Yh2 We
Ya Yp1 Yp2 Ve
Ma Mpq sz Mc
Qa Qb 1J Qb2 ] Qc

Der Anfangsvektor fiir einen eingespannten Rand lautet:

Wq (O 0]
Y, 0 o M,
Z, = = i Lyg=20
Ma 1 0 Qa
% | [o 1]

Der Anfangsvektor ist nun iiber den ersten Abschnitt zu {ibertragen. Dazu ermittelt man die
Ubertragungsmatrix des ersten Stababschnitts nach Gl. (6) zu:
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- 82 g3 . -
1 - — =32 -85,3
2 6
82
0 -8 - -8 =32
2
Al =
0 1 8 1 8
0] 0 1l 0 1
L, =0
Fiir die Ubertragung des Zustandsvektors Z, tber den Abschnitt 1 gilt nach Gl. (6):
Zpy =81 " Zy t Ly
oder:
- - -
Wpq 1 8 -32 -85,3
Yp1 0o 1 -8 -32 M,
Zpy = = ¥ + 0
Mp4 0 0 1 8 Q.
le 0 O 0 1
-32 -85,3
-8 -32 Ma
1 8 Qa
0 1

L

b1 ~
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Zwischen den Abschnitten 1 und 2 des Stabes greift die Einzellast P an. Man ermittelt nun den
Punktvektor fiir die Stelle b zu

und erhélt den Zustandsvektor rechts des Punktes b nach Gl. (9) zu

Zpy = Zpy t Sy

oder:
[ ] i 1 [ ]
Wp2 Wp1 0
2% Pp1 0
= +
Zpy = | Mp; Mp1 0
Qo2 Q1 - 15
-32 -85,3 0
-8 -32 Ma 0
£ . +
1 8 Qa 0
o 1 -15

Dies ist der Zustandsvektor am Anfang des zweiten Stababschnitts.
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Mit der Ubertragungsmatrix fiir Abschnitt 2

- 42 43 - - -
1 4 - - — 1 4 -8 -10,66
2 6
42
0 1 -4 - 0O 1 -4 -8
2
_A_2 = =
0 0 1 4 0 O 1 4
0 0 0 1 0o o0 0 1
L _ L i
Lz =0
erfolgt die Ubertragung iiber den Abschnitt 2:
Zep = Byt Ipy t Ly
oder:
Woo 1 4 -8 -10,66 Who
Y2 o 1 -4 -8 ¥p2
Zcz = = . + 0
Qo 0 O 0 1 Qpo
1 4 -8 -10,66 -32 -85,3 0
o 1 -4 -8 -8 =32 Ma 0
= - : + )
0 O 1 4 1 8 Qa 0
0 © 0 1 0 1 -15
-72 -288 159,9
-12 =72 Ma 120
] . <+
1 12 Qs -60
0 1 -15

Z, ist der Zustandsvektor am rechten Tragerrand. Der Ubertragungsvorgang ist damit beendet.
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Aufgrund der gelenkigen Lagerung gilt am rechten Tragerrand:
Wep =0, Mcp =0

Beriicksichtigt man die Auflagerbedingungen im Zustandsvektor Z .,

erhilt man:
_ KT - _ -
0] - 72 - 288 159,9
wc2 - 12 - 72 Ma 120
= . . +
0 1 12 Qa ~-60
Qas 0 1 -15

Diese Beziehung stellt ein System von 4 Gleichungen mit den 4 Unbekannten We2s Qoo My, Q,
dar. Die beiden Anfangsunbekannten M,, Qa konnen aus der ersten und dritten Zeile des
Gleichungssystems bestimmt werden.

Zeile (1): -72+M, - 288-Q, + 159,9 =0 (a)
Zeile (3): My + 12:Q, - 60 =0 (b)
Ma = 60 - 12°Qa

(b) in (a) eingesetzt ergibt:

- 72-(60 - 12-Qa) - 288:Q, = 159,9
576-Qa = 4+ 4160
Qy = + 7,22
und aufgeldst nach M,

M, = - 26,6

Damit ist der Zustandsvektor an der Stelle a (Anfangsvektor) vollstindig bekannt.
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- - -
. 0
Yy 0
-Z_ = =
a Ma -26,6
Q 7,72
Analog  koénnen aus  Zeile 2) und Zeile (4) des  Gleichungssystems

¥ und Q.y bestimmt werden.

Die SchnittgroBen und VerschiebungsgroBen an den Abschnittsrindern werden nun endgiiltig
durch eine erneute Ubertragung des Zustandsvektors bestimmt:

Ubertragung Abschnitt 1:

[ 1 8 -32 -85,3 0 235, 3 Whq
0 1 -8 -32 0 -18,24 Vpq
0 0 1 8 -26,6 31,16 My,
) 0 1 7,72 7,72 %y |
Ubertragung Punkt b:
Wp1 235,3 0 235,3
¥y 1 -18,24 0 -18,24
+ =
Mbl 31,16 0] 31,16
Qp1 7,72 - 15 -7,78
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Ubertragung Abschnitt 2:

[ 1 4 -8 -10,66 ] [ 235,3
0 1 -4 -8 -18,24
0 0 1 4 ' 31,16
0 0 0 1 -7,78

Damit sind die Durchbiegungen, Drehwinkel, Momente und Querkrifte an allen

Abschnittsgrenzen bekannt.

+ 72

= 26,6

AN

+ 31,16

2353

Q
o

-0, 64

-7,78

\/ 1~ fach
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7 Ubertragungsverfahren beim Durchlauftriger

Bei Durchlauftrigern tritt beim Ubertragungsverfahren an jeder Zwischenstiitze eine
Auflagerkraft als zusdtzliche Unbekannte auf.

>
A

Qf‘

al=0
Man fiihrt nun die Berechnung so fort, als wiirde am Auflager ein neuer, gelenkig gelagerter
Tréger beginnen, d.h. man fiihrt einen neuen Anfangsvektor mit der Auflagerkraft Q. und dem
Drehwinkel am Auflager als Unbekannte ein. Den links anschlieBenden Teil des Durchlauftrigers
stellt man als Koppelfeder, die am Anfang des neuen Feldes des Durchlauftriagers wirkt, dar.

Dazu ist fiir das ankommende Feld die Federungsbezichung aufzustellen. Der Zustandsvektor des
ankommenden Feldes kann nach Gl. (14a) allgemein geschrieben werden:

wo 211 21 1,
Yo 231 23 ) 1,
= . + (14a)
My 231 233 u, 1,
Qo 241 242 1,
Dieses Gleichungssystem wird nun geschrieben
r b r e r y r hy
W 211 23 uy 1,
= . + (15a)
p Z Z u 1
B | %21 %22 | Bl | 12
[ M ] [ 2 Zo | [ a0, ] [y
31 232 1 3
= : + \ (15b)
Q 241 %42 | u, 144
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Das erste Gleichungssystem, Gl. (15a) gibt die Verschiebungs-grofen, das zweite

Gleichungssystem die Schnittgrofien an.

Man 16st nun das erste Gleichungssystem, Gl. (15a) nach den Anfangsunbekannten ug, u, auf

und erhilt:
vl | % %2 Uy
v 1, Zy1 233 u,
-1

u A Z w 1 ’

1 11 212 1

= . ( + ) (15c)

u, 231 233 ¥ 1,

-1
Ml | 231 %32 211 %12 v
Q 241 243 231 233 4
Z31 233 211 233 1 .\ 1,
Zg1 24y Zy1 233 1, 14
oder
M k k 1.%
11 12 w 3
= . + (16)
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mit der Federungsmatrix
-1
k k Z Z Z Z
11 12 31 32 11 12
K1 ka2 241 242 221 233
und den Ersatzlasten:
1, % 1 N k 1
3 3 11 12 1
14 14 kKr1 kaz 1

Erweitert man diese Beziehung auf alle

"Anfederung" des vorangehenden Feldes:

r A r e r
Yre Wi
Pre V14
= +
Mpe Myj
Qre Q131
Weg 1 o 0 0
Vre | 0 1 0 0
Myre K17 ky; 1 0
Qe Kpp kyp 0 1 ]

Terme des Zustandsvektors, so erhidlt man fiir die

(17)
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Die Matrix Ky stellt eine gekoppelte Feder fiir die Freiheitsgrade der Verschiebung u und des
Drehwinkels dar. An Zwischenstiitzen von Durchlauftrigern wird der Anfangsvektor des neuen
Feldes zundchst iiber diese Feder libertragen, um die Steifigkeit des links angeschlossenen
Trégerteils zu beriicksichtigen. Auf die gleiche Weise lassen sich auch Stabverzweigungen, wie
z.B. bei unverschieblichen Rahmen einmiindende Stiele behandeln.

Das Ubertragungsverfahren wird, beginnend am linken Auflager des Durchlauftrdgers, nach
rechts liber den Durchlauftrager fortschreitend durchgefiihrt. Beim letzten Feld wird wie beim
Einfeldtrager das erhaltene Gleichungssystem geldst. Mit dem damit bekannten Anfangsvektor
des letzten Feldes werden die SchnittgroBen innerhalb des letzten Feldes bestimmt. Den
Anfangsvektor des vorletzten Feldes erhdlt man mit Gl.(15¢), da nunmehr die
VerschiebungsgroBen w, ¢ bekannt sind. Auf diese Weise werden, beim letzten Feld beginnend,
nach links fortschreitend, die Schnittgrofen in den einzelnen Feldern ermittelt.

Das Verfahren ist auch bei einer groBen Anzahl von Feldern numerisch unempfindlich.
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8 Berechnungsbeispiel Durchlauftriger

™

@

0

2
o |
il

Der dargestellte Zweifeldtriger sei nach dem Ubertragungsmatrizenverfahren zu untersuchen.

Das linke Feld ist mit dem in Abschnitt 6 untersuchten Einfeldtrdger identisch. Der

Anfangsvektor und das Ubertragungsverfahren fiir die Abschnitte 1 und 2 kénnen daher von dort

ibernommen werden. Am Ende des Stababschnitts 2 erhdlt man demnach:

Die Koppelfedermatrix Ky erhélt man nach Gl. (16a) mit:

-72 -288

N

31

N

Ve, -72 -288 [ 18s,0 |
Peo -12 =72 My 120

= . +
MC2 1 12 Q4 -60
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und
211 212
231 232
nach GI. (16a) zu
X 237 233 211 233
_k -
Z41 242 231 23
Der Lastterm ergibt sich analog mit
1, 159, 9
1, 120
nach Gl. (16b) zu
13 ki1 ki2
Ly - -
14 ka1 Xz

Der Anfangsvektor des Feldes 2 lautet:

Voo 0 0
Peco 1 0 Y,
Moo 0 0 Q
Qe 0o 1

-1/24 1/6

1/144 -1/24

1/24 -1/3

1/144 -1/24

-26,66
-11,11

Dabei entsprechen Q; und ¢ der Auflagerkraft dem Drehwinkel am Auflager C.
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Der Anfangsvektor wird zunéchst liber die gekoppelte Feder fiir das Feld 1 iibertragen. Weiterhin
werden die Lastterme beriicksichtigt.

[ Was ] I 1 0 0O o0 ] i O O ] [ 0 ]
Yes 0 1 0 o 1 0 9, 0
Qc3 - 1/24 -1/3 1 O . 0O O . Q1 ¥ -26,66
MC3 1/144 -1/24 0 1 0 1 -11,11
[ 0 0 ] | 0 ]
1 0 v, 0
= . + (B1)
-1/3 0 Qq ~26,66
-1/24 1 -11,11

Mit
- 62 65 - 2-64
1 6 - - —
2 6 24
62 2-63
0o 1 -6 -
2 6
A 3 = L 3 -
262
0o o 1 6 -
2
' 0o o0 0 1 - 2-6
erhalt man

oder Z33 = A3 2ot Ly
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Vs 0 0

Pes 1 0 ¥,
= A3 . .

Qc3 -1/3 0 Qq

M5 | -1/2¢ 1|

3,75  -18 9y
-0,583 6 Q,
-0,042 1

Die Ubertragung am Punkt d entfillt, d.h. es gilt: Zj, = Zg3

Fiir die Ubertragung iiber den Abschnitt 4 erhalt man mit

- 42 43
1 4 - -
2 6
42
o 1 -4 -
2
A4 =
0 o 1 4
0o o 0 1

oder Zog = By 24 t L4

[ 0
0
' -26,66
-11,11
987,88 ]
431,95
-129,32
-23,11
e
0
L, =
0
0

(B2)
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Man erhalt
Way 33,611
Peu 6,418
VA = =
Le4
Me4 -0,751
Qe4 -0,042

Mit wgy = Mgy = O stellt diese Beziehung ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen fiir die 4

-166,667
-50 v,
10 . Q;
1

Unbekannten @1, Q, ¥y, Qg4 dar. Dessen Auflosung liefert:

v =Yg =-142
Q =Q3 =2l
lpe4 = 389,2
Qe4 = -1,41

3997
1134
-221,76

-23,11

Damit lassen sich die Schnittgrofien und Verformungen im Feld 2 ermitteln.

Den Zustandsvektor zu Beginn des Feldes 2 erhidlt man aus Gl. (Bl), den Zustandsvektor am

Punkt d aus Gl. (B2).

Wes 0

Vo3 -14,2
M, -21,93
Qc3 10,58

Was Wdq
Yaz | _ | Va4
Mas Maq
| Qa3 | | Qa4
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Fiir das Feld 1 ermittelt man den Anfangsvektor mit Gl. (15¢) und mit wp = w3 = 0, 9o =

Y3 = -14,2 zu:
M, -1/24 1/6 , 0 159,9 -15,71
= Y - ) P
Q4 1/144 -1/24 -14,2 120 4,48

[ Waq 1T [ o | i Wi g 1 T 120,26 |
Va1 | 0 Vp1 -17,76
Mg | -1s,72 My, | 20,14
Qa1 4,48 Qp 4,48

i Wy o 1 [ 120,26 | | Voo 1 [ =0 |
pp | | -17.76 bep | | -14,16
My, | 20,14 Mo, | -21,94
2 4,48 Qcs -10,52
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Damit sind die gesuchten Durchbiegungen, Drehwinkel, Momente und Querkrifte bekannt.

Q.I’\(IIIIIIIII
EEC_] 20 Max.=10.6 Min.=—10.4

Y

Mo ERE——— "
SN 30 Max.=20.2 Min.=—21.8

E'l - fach
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9 Ubertragungsmatrizenbibliothek

Ubertragungsmatrizen lassen sich fiir alle topologisch eindimensionalen Strukturen angeben. Dazu
ist der Zustandsvektor zu definieren und die Ubertragungsmatrix durch Losen der entsprechenden
Differentialgleichung zu ermitteln. Einige Beispiele sind im folgenden angegeben.

Beim elastisch gebetteten Balken tritt als Streckenlast eine der Durchbiegung proportionale
Belastung infolge der Bettung auf. Es gilt also

q(x) = q(x) + k- w

mit k = Bettungsziffer [kN/m3].

x
g

m
E
.——d
—_—r A T
—
i
— M
by

Fihrt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung des Biegebalkens ein, so erhdlt man aus
deren Losung die Ubertragungsmatrix zu:
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X Y YSOD X (S0

(x Yyuis x \( s09 -

X Y Ysod X Yurs) \ -

X Y quis x Yurs fd X2

(x Y 4s0d X Y uis +

X Y quis X Y SO2) [ ¢\ ¢

(x Yysood X Yurs+

X G

(x Y qurs X Y SOO -

X Y Ysoo x yuts) o X

XY qurs X Y uis fd X ¢

X Y quis X Y S02) ||H. X Y S02 X { 80D
(X YYysod X YUIS + (x Y yuis X Y s0d -
xxnﬁmxxcamhmmxm- xx:meKmoovthM‘ X Y YSOD X Y SO X Y ys0o X Y uis) Y -
! ! 1
(x Yyuis x (SO0 - (X Y Ysod X Y utis +
X2 K S0D X Y SOD
[AeX? X YYuis X SmhMmAN- X Y uis X { §02) —= XYY
X YYS0d X Y urs) I Y yurt X ut 1 1
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Zur Untersuchung von Stiitzen mit grofer Normalkraft 148t sich die Ubertragungsmatrix des
Biegebalkens nach Theorie II-ter Ordnung verwenden. Dazu bildet man beim Aufstellen der
Differentialgleichung des Biegebalkens das Gleichgewicht am verformten System. Die
Verformungen selbst werden mit den Voraussetzungen der Theorie I-ter Ordnung ermittelt.

q

Die Losung der Differentialgleichung liefert fir Druckbeanspruchung (Z<0) die
Ubertragungsmatix zu:

) -1 -1 .
1 < sinax cF—E—J-(l-coscr.x) =B (a x -sina x)
-1 in -1 (1 ~cosax)

0 cos a X TEy Simax FERDN;

Z o }- sina x
0 iy sinax cosax = >
0 0 0 1

-Z

o4 = —
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und den Lastvektor zu:

_q o2 -
-G.Tﬁ-j(l - Ccos aXx -2— x3)
23EJ (xx - sinax)

d (1 - cos )
-0—.2- - ax
-q-%

Zum Aufstellen der Ubertragungsmatrix muB die Normalkraft vorab bekannt sein. Bei Stiitzen
aus Stahlbeton muB die Berechnung iterativ erfolgen, wobei die Stiitze in verhaltnismafig kleine
Abschnitte eingeteilt wird, und die Biegesteifigkeit schrittweise den Beanspruchungen angepalt
wird.
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Formeln zum Ubertragungsmatrizenverfahren

Anfangsvektoren
00 00 10
,|1 0f% Z_oo M 2_01 w,
— 10 0(|Q, =11 0| |Q =10 0f|eo,
0 1 0 1 00
rd
P Z 3
LS % C >
Abschnittsmatrix
M LT LT ) | M r 2 q-¢£*
wol |1 2ET BEa| Y 24 £
2 qg-
Q Qr @, _ __E 4 ) ¢l
I M, =10 1 El 2.E. M, + 6-E-2|
00 1 ¢ R
W W, Qr Ql
ﬁ:—‘\ A 00 O 1 _q2_€
o, (2 - - -
’ll/ ‘ ’Il/ '
El = Biegesteifigkeit
Punktmatrix
lF
M M _ _ L
' /_\ M ' w, 1 0 0 0][w, 0
C )lQr oo_|0 1 0 0fle | 0
W. W M| |0 -k, 1 O||M,| |-M
(‘Pr _Qr bkw O O IJ _Qt_ __F_J



